CAPITULO 3

Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

En el capitulo precedente hemos estudiado diversos métodos de resolucion
de varios tipos de ecuaciones diferenciales, principalmente de primer orden.
En este capitulo vamos a estudiar ecuaciones diferenciales de orden superior.

Como ya hemos indicado anteriormente los métodos de resolucion de
ecuaciones diferenciales de orden mayor que uno son escasos. Por este mo-
tivo, en general, es extremadamente complicado resolver ecuaciones de este
tipo. Sin embargo, hay una clase especial de ecuaciones, las ecuaciones dife-
renciales lineales, para la que existe una teoria bien desarrollada. Por fortuna
muchas de las ecuaciones de orden superior que aparecen en las aplicaciones
son de este tipo.

Recordemos que una ecuacion diferencial

F(xvyaylaylla"' ,y(n)) =0

se dice que es lineal, si la funcién F' es lineal como funcién de la funcién
incognita y de sus derivadas. Una ecuacion de este tipo se puede escribir en
la forma

an(ac)y(") + an_l(:v)y(”_l) + o+ ar(z)y +ao(z)y = blx) (3.1)

donde ag, aq,...,a, y b son funciones que solo dependen de .

Si el coeficiente de (™ no se anula, dividiendo, si es preciso, ambos
miembros de (3.1) por dicho coeficiente se puede conseguir que el coeficiente
de y(") sea 1, y en ese caso la ecuacioén se puede expresar en la forma

Y™ a1 (@) 4 a (@) + ao(z)y = b(x). (3.2)

A esta forma de la ecuacion se le denomina forma normal o estandar de
la ecuacién lineal.
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3-2 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Cuando la funcion b es idénticamente nula la ecuacion (3.1) se dice que
es una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n. Si b no es
idénticamente nula la ecuacion se dice que es no homogénea.

Antes de comenzar el estudio de este tipo de ecuaciones es conveniente
tener algtin resultado que nos garantice que, bajo ciertas condiciones, la
ecuacion tiene solucion.

Teorema 3.0.4 (Teorema de existencia y unicidad). Sean ag,a1,...,a, y b
funciones continuas en un intervalo I, y supongamos que a, no se anula en
dicho intervalo. Entonces, para todo o € I e yg,...,yn_1 € R, existe una
unica funcion y que satisface el problema de valores iniciales:

an(m)y(”) + an,l(:v)y("_l) + -+ a1 (z)y + ap(x)y = b(x)

y(z0) = yo, ¥ (x0) = y1,- -,y " (20) = yn_1.
en el intervalo I.

Si la ecuacion es homogénea, la funcion idénticamente nula siempre es una
solucién. Teniendo esto en cuenta podemos enunciar la siguiente consecuencia
del teorema precedente que nos sera de gran utilidad en lo que sigue.

Corolario 3.0.5. Sean ag,aq,...,a, y b funciones continuas en un intervalo
1, y supongamos que a, no se anula en I. Siy es una solucion de la ecuacion
diferencial lineal homogénea

an(x)y(") + an_l(x)y("_l) + -+ ar(x)y +ao(z)y =0

en el intervalo I que, para algin xy € I, satisface las condiciones iniciales
y(zo) = --- =y D(x0) = 0 entonces y = 0.

La condicién de que a, no se anule no se puede omitir de las hipotesis
del teorema como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.0.6. El problema de valores iniciales

a2y — 2y + 2y =2

y(0)=a, y(0)=1

no tiene soluciéon si @ # 1 y tiene infinitas soluciones, las funciones y(z) =
cx? + x + 1, donde ¢ es un ntimero real arbitrario, si a = 1.

El ejemplo precedente se puede modificar, por ejemplo dividiendo los dos
miembros de la ecuacién por x, para dar un ejemplo de que las condiciones
sobre la continuidad de los coeficientes y de la funcién b tampoco pueden ser
omitidas de las hipotesis del teorema 3.0.4.

En lo que sigue, salvo mencién expresa de lo contrario, siempre consi-
deraremos ecuaciones diferenciales lineales en las que los coeficientes y la
funcién del segundo miembro son funciones continuas. También considerare-
mos que el coeficiente de la derivada de mayor orden no se anula, por lo que
habitualmente expresaremos estas ecuaciones en forma normal.
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3.1 Estructura del conjunto de soluciones 3-3

3.1. Estructura del conjunto de soluciones
Cuando se estudia una ecuacién diferencial lineal no homogénea
an(2)y™ + an 1 (@)Y + -+ ar(@)y + ao(x)y = blx). (3.3)
suele ser necesario estudiar también la ecuacién lineal homogénea
an(@)y™ + an 1 ()" + - ar@)y +ao(@)y =0, (34)

que se obtiene de (3.3) reemplazando la funcion b por la funcién idéntica-
mente nula. Al tratar con ambas ecuaciones. a la ecuacion (3.3) se le suele
denominar ecuacién completa o no homogénea y a la ecuacion (3.4)
ecuacion homogénea, o reducida, asociada a (3.3).

Al igual que ocurria con las ecuaciones lineales de primer orden, conocida
una solucién particular de la ecuacién completa, para conocer la solucién
general es suficiente con conocer la solucion general de la ecuaciéon homogénea
asociada. Esto es asi porque si y, es una solucién particular de la ecuaciéon
(3.3) e yp, es una solucion arbitraria de la ecuacion homogénea asociada (3.4)
entonces'

an(@) (Y +yp) ™ + -+ a1 (@) (yn + yp) + ao(@) (Y + yp) =

n n

2 ar(@) (o +yp) M = ) ax() <y,<f> + yzgk»)
k=0

x(
k=0

=S ar@y? + Y an(@)y® = b(a),
k=0 k=0

lo que nos dice que yp, + y, es una solucion de la ecuaciéon completa.

Reciprocamente, un razonamiento analogo muestra que la diferencia de
dos soluciones de la ecuacién completa es una solucién de la homogénea
asociada. Esto implica, en particular, que cualquier solucién de la completa
es la suma de g, y una solucion de la ecuacién homogénea. Hemos demostrado
asi el siguiente resultado.

Teorema 3.1.1. Si y;, es la solucion general de la ecuacion homogénea (3.4)
e yp es una solucion particular de la ecuacion completa (3.3) entonces yn +yp
es la solucion general de la ecuacion (3.3).

Como vemos en este teorema el estudio del caso particular de las ecuacio-
nes lineales homogéneas es crucial en el estudio de las ecuaciones lineales. Por
este motivo nos vamos a centrar a continuacion en el estudio de la estructura
de las soluciones de la ecuacién homogénea.

LComo es habitual, si f es una funcién, denotaremos por f(o) a la propia funcién, es
decir £ = f.
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3-4 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Como hemos senalado anteriormente, la funcién idénticamente nula es
una solucion de la ecuacion diferencial lineal homogénea (3.4). Esta solucion
se denomina solucién trivial. El siguiente resultado nos dice que el conjunto
de las soluciones de la ecuacién homogénea es un subespacio vectorial del
espacio vectorial de las funciones n veces derivables.

Teorema 3.1.2 (Principio de superposicion). Sean y1,ya, . .., Ym soluciones de
la ecuacion diferencial homogénea

an(aﬁ)y(") + an_l(x)y(nfl) + - +ar(x)y +ao(z)y =0 (3.5)
en un intervalo I. La combinacion lineal
Yy=cyr +cy2 + -+ CmlYm,

donde ci,ca,...,cm Son constantes reales arbitrarias, también es una solu-
cion de (3.5) en el intervalo I.

Demostracion. Para simplificar su escritura vamos a hacer la demostracion
para m = 2, la demostracion en el caso general es analoga.’ Por la linealidad
de las derivadas se tiene que

an(aj)y(”) + an_l(:c)y("fl) + o+ ar(2)y +ag(x)y =

an(@)(eryn + cay)™ = 1 Y an(@)yl? + ez Y a(w)ys? = 0
=0 k=0 k=0

k
O

Ejemplo 3.1.3. Se comprueba facilmente que la ecuaciéon diferencial lineal
homogénea de grado 2
y' +y=0
tiene como soluciones particulares en todo R las funciones
y1(z) = cosz, yofx) =senz.
Por el principio de superposiciéon

y(x) = c1cosx + casenx

donde c¢; y co son constantes reales arbitrarias, también es una solucién de
la ecuacién. De hecho esta es la solucién general pues si y es una solucién
cualquiera de la ecuacion, la funcion

2(z) = y(0) cosz + y/'(0) sen x

es una solucion de la ecuacion que satisface z(0) = y(0) y 2/(0) = ¢'(0), lo
que, por el teorema 3.0.4, implica que y = z.

2También se puede deducir del caso m = 2 por induccién.
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3.1 Estructura del conjunto de soluciones 3-5

De forma analoga a la empleada en la demostracion del principio de
superposicién para ecuaciones diferenciales lineales homogéneas se puede
demostrar la correspondiente versiéon del principio para ecuaciones no ho-
mogéneas.

Teorema 3.1.4 (Principio de superposiciéon para ecuaciones no homogéneas).
St para cada i = 1,2,...,m la funcidn y; es una solucion de la ecuacion
diferencial

y™ +a, 1 (2)y Y 4 an(2)y + ao()y = biz)
en un intervalo I, entonces la combinacion lineal

Yy=cyr +cy2 + -+ CmYm,

donde ci,co,...,cym son constantes reales arbitrarias, es una solucion de la
ecuacion

Y™ 4 ap ()Y -t ay (@)Y + ao(@)y = by () + -+ + Cmbm (@)
en el intervalo I.

En el ejemplo 3.1.3 hemos visto que mediante combinaciones lineales de
unicamente dos soluciones es posible obtener la soluciéon general de la ecua-
cion. A continuacién veremos qué condiciones ha de satisfacer un conjunto
de soluciones de una ecuacion lineal homogénea para que la solucién general
se obtenga haciendo combinaciones lineales de ellas.

Definicion 3.1.5. Un conjunto de funciones {y1,...,y,} se dice que es li-
nealmente dependiente en un intervalo I si existen constantes reales,
c1,...,Cpn, no todas nulas, tales que

ayi(x) + -+ cpyn(z) =0 (3.6)

para todo x € I. Si el conjunto de funciones no es linealmente dependiente
se dice que es linealmente independiente.

Aunque se puede comprobar la dependencia o independencia de un con-
junto de funciones acudiendo a la definicién, si las funciones son soluciones
de una ecuacién diferencial lineal homogénea existe un procedimiento auto-
maéatico para comprobarlo.

Definicién 3.1.6. Dadas n funciones n — 1 veces derivables, y1,...,Yyn, Se
define el wronskiano de y1,...,y, como el determinante
h Y2 cee Yn
!/ / !
Y1 Ya e Yn
W[yla”'ayn]:det . : .. :
-1 -1 —1
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3-6 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Si las funciones y1, ..., Yy, son linealmente dependientes en un intervalo
I,y ci,...,cn € R son constantes no todas nulas, como en (3.6), entonces,
para 1 < k < n — 1, también se verifica que

ayP@) + -+ ey® (@) =0

para todo x € I. Suponiendo, para simplificar la escritura, que ¢; # 0, y
haciendo uso de las propiedades de los determinantes se tiene que

n n
0o=w [Z CilYir Y25 - - ,yn] = 2 ciWlyj, 2, - yn) = Wy, ..., yn]
j=1 j=1

y por tanto que Wy1,...,yn] = 0.
Hemos demostrado de esta manera el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.1.7. Sean y1, ...,y funciones n — 1 veces derivables en un
intervalo I. Si existe un x € I tal que Wy, ..., yn] no se anula en x entonces
el conjunto de funciones vy, ..., yn es linealmente independiente en 1.

Corolario 3.1.8. Toda ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n tiene
n soluciones linealmente independientes.

Demostracion. Por el teorema de existencia y unicidad, 3.0.4, existen solu-
ciones de la ecuacion, y1, ..., yy, verificando las condiciones iniciales

(—1) 1 Sikzj .
€T = 1< ,kén-
v (@) {0 sik#j ’

En este caso la matriz que aparece en la definiciéon del wronskiano tiene unos
en la diagonal y ceros en las demés entradas, luego Wy1, ..., yn](z0) = 1.
El resultado se sigue de la proposicién precedente. O

El reciproco de la proposicién 3.1.7 no es cierto en general, como muestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.9. Sean y;(z) = 23 e yo = |23|. Si ¢1, c2 son tales que

cayi(x) + caya(z) =0

para todo x € R, particularizando para x = 1 y x = —1 se tiene que
c1+co =0
—c1 4+ ¢ =0

de donde se deduce que ¢; = co = 0. Esto muestra que y; e y2 son linealmente
independientes. Sin embargo

|

g
W) = et (7, 1]

) = 3zt|z| — 32223 = 0

para todo x € R.
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3.1 Estructura del conjunto de soluciones 3-7

No obstante, cuando las funciones son soluciones de una ecuacién lineal
homogénea, que es el caso que a nosotros nos interesa, el reciproco de la
proposicién 3.1.7 si es cierto. De hecho es cierto un resultado aparentemente
més fuerte.

Teorema 3.1.10. Siy, ..., Yn son soluciones de la ecuacion diferencial lineal
homogénea de orden n

an(:r)y(") + an_l(ac)y("fl) +-+ar(x)y +ao(z)y =0 (3.7)

en un intervalo I, entonces {yi,...,yn} es linealmente independiente si, y
sélo si, Wly1,...,yn] no se anula en I.

Demostracion. Solo hay que demostrar que si el conjunto de soluciones es
linealmente independiente entonces el wronskiano no se anula nunca. Supon-
gamos que esto ultimo no es cierto. Sea xg € el punto donde el wronskiano
se anula. El determinante de la matriz asociada al sistema de ecuaciones
lineales

es precisamente el wronskiano en xg que estamos suponiendo que es nulo.
Esto nos dice que el sistema tiene una solucion (ci, ..., c,) no nula. Por el
principio de superposicién la funcién

y=cyi+-+ cnn

es una solucion de (3.7). Esta solucion verifica

y(z0) =y (wo) = -+ =y (wg) = 0
Por el corolario 3.0.5, ¥y = 0 lo que contradice el que y,...,y, sean lineal-
mente independientes. ]
Corolario 3.1.11. Si y1,...,y, son soluciones de la ecuacion diferencial li-
neal homogénea de orden n (3.7) en un intervalo I, entonces el wronskiano
Wlyi, ..., yn] 0 es idénticamente nulo o no se anula nunca en el intervalo I.

Las funciones yi(z) = x e y2(x) = 22 muestran que el resultado preceden-

te no es cierto si las funciones no son soluciones de una ecuacién diferencial
lineal homogénea.
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3-8 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Definicién 3.1.12. Se denomina conjunto fundamental de soluciones de
una ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n, en un intervalo I, a
cualquier conjunto de n soluciones de la ecuaciéon linealmente independientes
en I.

El corolario 3.1.8 se puede reformular en términos de conjuntos funda-
mentales de soluciones.

Teorema 3.1.13. Sean ag,a1,...,a,—1 funciones continuas en un intervalo
1. Existe un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial
lineal homogénea de orden n,

v+ ap 1 @)y 4+ (@)Y + ag(a)y =0,
en el intervalo I.

El interés de los conjuntos fundamentales de soluciones reside en que con
solo n funciones es posible determinar cualquier otra solucién de la corres-
pondiente ecuacion diferencial lineal homogénea.

Teorema 3.1.14. S y1,...,yn es un conjunto fundamental de soluciones
de una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n en un intervalo,
entonces la solucion general de la ecuacion en dicho intervalo es

y=ciy1 + -+ coln, (3.8)
donde ¢y, ..., cy son constantes arbitrarias.

Demostracion. Sea y una solucién de la ecuacién y sea xgp un punto del
intervalo del enunciado. El determinante de la matriz asociada al sistema de
ecuaciones lineales

cryi(wo) + -+ +enyn(zo)  =y(w0)
ayr(zo) + -+ +enyn(o) =y (20)
~1 _ _
et (@o) + ey (w0) =y "D (@0)
es Wlyi,...,yn](x0) que es no nulo por hipotesis. Esto implica que el sistema
tiene una solucion (cq, ..., c¢,). Por el principio de superposicion la funcion

z=ciyi + + Caln

es una solucién de la ecuacién que, por la elecciéon de cy, ..., c,, satisface las
condiciones iniciales

2(wo) = y(wo), 2'(x0) = ¢/ (z0), .., 2" V(wo) =y (x0).

Se deduce del teorema 3.0.4 que z = y. 0l
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3.2 Reduccién del orden de una ecuacién diferencial lineal 3-9

Hasta aqui hemos estudiado la estructura del conjunto de soluciones de
una ecuacién diferencial lineal de orden n. Hemos visto que la solucion ge-
neral se puede obtener a partir de un conjunto fundamental de soluciones
de la ecuacidén homogénea asociada y una solucién particular de la ecuacién
completa. Sin embargo hasta ahora no hemos visto como se pueden encon-
trar dichas soluciones. Lamentablemente no existe un método general para
resolver este tipo de ecuaciones. En las siguientes secciones vamos a estu-
diar algunos casos particulares para los que existen métodos que nos van
a permitir o bien hallar directamente las soluciones de la ecuacién o bien
transformarla en otra maés sencilla que sepamos resolver.

3.2. Reduccion del orden de una ecuacion diferen-
cial lineal

En el capitulo precedente ya vimos algunos métodos para reducir el or-
den de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales no necesariamente lineales.
Obviamente dichos métodos también son de aplicacién al caso de ecuaciones
diferenciales lineales. En esta seccién vamos a estudiar un nuevo método de
reduccién del orden, especifico para ecuaciones lineales, que da como resul-
tado una nueva ecuacién diferencial lineal de orden una unidad menor que
el de la ecuacion inicial. Este método requiere que se conozca de antemano
una solucién particular, no trivial, de la ecuacién homogénea asociada.

Consideremos la ecuaciéon de orden n

an(x)y(n) + an,l(x)y(”_l) + -+ ar(2)y +ao(z)y = b(x).

Sea y; una solucion de la ecuacién homogénea asociada. Si hacemos el cambio
y = 112, haciendo uso de la féormula de Leibnitz para las derivadas de un
producto se tiene que

g; ( ) (k—3) (2)2)(z)

donde entendemos que la derivada de orden 0 de una funcién es la propia
funcion. Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacion diferencial se
tiene

= i ay(z i ay(x) Zk] (k)y§kj)z(j) =

k=0 k=0 §=0
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3-10 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

El coeficiente de z en la expresion anterior es
= k 1
Z ak(m)yg ) = an(x)ygn) + an,lygnf U a1(z)y) + ap(z)y1 =0
k=0

porque ¥y; es una solucién de la ecuaciéon homogénea asociada. Teniendo en
cuenta esto y denotando b; al coeficiente de 2\9) que es el término entre
paréntesis que le precede, la ecuacion (3.9) se puede escribir en la forma

b ()2 + b1 (2) 27D oo by (2)2 = b(x).

Esta ecuacién es del tipo estudiado en la seccién 2.8.1. Haciendo el cambio
u = 2’ la ecuacion anterior se transforma en

by ()™ + by (2)u D) 4 4 by (2)u = b(x)

que es una ecuacion diferencial lineal de orden n — 1.

Este método es particularmente interesante en el caso de ecuaciones de
orden 2 en las que es facilmente reconocible una soluciéon particular. En este
caso el método reduce la ecuacién a una ecuacién diferencial lineal de primer
orden que sabemos resolver.

Ejemplo 3.2.1. Se comprueba facilmente que la funcion y(z) = 1/z es una
soluciéon de la ecuacion diferencial

22y" — 2xy — 4y =0

en (0, 4+00). Para hallar otra solucién de la ecuacion en dicho intervalo vamos
a aplicar el método de reducciéon que acabamos de ver.
Haciendo el cambio y(z) = z(x)/x y teniendo en cuenta que

yl(x) = . _ " e y//(x) _ Z”ig;) B 22’;;.%) n 22;;;3)

la ecuaciéon se puede poner en la forma
z z z
" ! !/ n /
rz —22 +2——22+2— —4— =xz —42 =0
T T T
que haciendo el cambio u = 2’ se transforma en
zu —4u =0

cuya solucién general es

u(z) = cat,

con ¢ una constante real arbitraria. Como z = v/,

2(x) = az® + b
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3.3 Ecuaciones lineales con coeficientes constantes 3-11

con a y b constantes reales, luego
4 b
y(z) = az™ + —. (3.10)
x

Obsérvese que haciendo a = 0 y b = 1 se obtiene la solucién que ya
conocfamos y que para cualquier valor no nulo de a se obtiene una solucién
linealmente independiente de aquella, por lo que (3.10) es la solucion general
de la ecuacioén.

3.3. Ecuaciones lineales con coeficientes constantes

Como ya hemos comentado antes, en general, no es sencillo resolver una
ecuacion diferencial lineal, sin embargo en el caso particular en que los coe-
ficientes son funciones constantes siempre es posible encontrar un conjunto
fundamental de soluciones de una forma bastante directa.

La forma normal de una ecuacion diferencial lineal homogénea con coe-
ficientes constantes es

y(n) + (anly(nil) + .+ aly/ + apy = 0 (311)

donde los coeficientes ag, a1, ..., a,_1 son constantes reales.

Como cualquier solucion de la ecuacion (3.11) es una combinacion lineal
de sus derivada sucesivas, parece razonable empezar a buscar soluciones de
dicha ecuaciéon entre aquellas funciones cuyas derivadas son del mismo tipo
que ella. Este es el caso de funciones como las exponenciales, el seno y el
coseno. En el capitulo precedente vimos que la ecuacion diferencial lineal
homogénea de orden uno con coeficiente constantes tenia precisamente una
exponencial como solucién.

Veamos pues qué condiciones ha de verificar una funcién de la forma
y(x) = e para poder ser una solucién de (3.11). Si sustituimos la funciéon
anterior y sus derivadas en la ecuacion se tiene, sacando factor comun la
exponencial, que

(A" + an1t A"+ arh + ag) e = 0.

Como la exponencial no se anula nunca, la tnica posibilidad de que se satis-
faga la ecuacion anterior es que

A"+ an_lkn_l 4+ -+ aA+ag =0. (3.12)

Esta ultima ecuacion se denomina ecuacién caracteristica de la ecuacién
(3.11). El polinomio que aparece en lado izquierdo de la ecuacion se dice que
es el polinomio caracteristico de la ecuacion (3.11),

Teorema 3.3.1. La funcién y(x) = e’ es una solucion de la ecuacion (3.11)

si, y solo si, X es una solucion de su ecuacion caracteristica (5.12).
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Por este procedimiento hemos transformado el problema de encontrar
soluciones de una ecuacién diferencial en el problema de encontrar raices de
un polinomio. Aunque este tltimo problema en la practica no siempre es
sencillo de resolver, el teorema fundamental del algebra nos garantiza que
un polinomio de grado n siempre tiene n raices, no necesariamente distintas,
complejas. Vamos a analizar las distintas situaciones que se pueden presentar
seglin cémo sean las raices del polinomio caracteristico.

3.3.1. Raices reales distintas

Supongamos que la ecuacion caracteristica (3.12) tiene n raices reales
distintas Aq, ..., Ay. Segin hemos visto mas arriba, en este caso, las funciones

MT T A (3.13)

son soluciones de la ecuacion diferencial (3.11). Su wronskiano es

M er2® o e n?
Ale)‘lx )\26)‘21 . )\ne>‘"z
det . . . =
ApTtehie \prterer o \n-leAne

1 1 . 1

_ Mt et ot M Ao ... A
n—1 n—1 n—1

AY Ay AR

que no se anula porque el determinante iltimo, que es un determinante de
Vandermonde, vale

1 1 1
A A A

det | . D = T] w—x)=o0.
: : - : 1<j<k<n
PV VD

Esto demuestra que (3.13) es un conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacion (3.11).

Teorema 3.3.2. Si las raices A1, ..., A, de la ecuacion caracteristica (3.12)
son todas reales y distintas, entonces

y(x) = c1eM” + 2™ 4 -+ cpe?” (3.14)

es la solucion general de la ecuacion (3.11).
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3.3 Ecuaciones lineales con coeficientes constantes 3-13

Ejemplo 3.3.3. Consideremos la ecuacion diferencial
y" +3y" —10y' = 0.

Su ecuacion caracteristica es
A3+ 302 — 10X = 0.

Es obvio que una raiz de esta ecuaciéon es A = 0. Las otras dos son las
soluciones de la ecuaciéon de segundo grado

A 4+30—-10=0

que son

-3+ v49 -3 — 49
=—=2 y A=—"+"—=-5.
2 2
El teorema precedente nos dice que la solucion general de la ecuaciéon dife-
rencial es

A

y(x) = ¢1 + c2e®® + 3%,

3.3.2. Raices reales de multiplicidad mayor que uno

Si alguna de las raices de la ecuacion caracteristica aparece repetida, es
decir si alguna raiz tiene multiplicidad mayor que uno, el procedimiento del
apartado anterior no nos proporciona un conjunto fundamental de soluciones
de la ecuacién. En este caso hemos de utilizar un método diferente para hallar
las soluciones que nos faltan para formar un conjunto fundamental.

Si A1 es una raiz real de multiplicidad m > 1, haciendo uso de que, por
lo visto en el apartado anterior, e** es una solucion de la ecuaciéon (3.11)
podemos hacer uso del método que hemos visto en la seccién 3.2 para reducir
el orden de la ecuacion. Sea pues y(z) = eM®z(x). Reemplazando y y sus
derivadas en la ecuacion (3.11) se tiene, poniendo a, = 1 y operando como

en (3.9), que
Z <Z (k) ak)\]f_je)‘lx> A9 =0
=0 Ne=j N

o, dividiendo por e,

Z (Z ( ,)ak)\]f]>z(3) = 0.
§=0 Ne=j N
Esta es una ecuacién lineal homogénea de coeficientes contantes

bz + o b2 + oz =0 (3.15)
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3-14 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

donde
b= <,>akA’f g, (3.16)
k=

Si denotamos por P al polinomio caracteristico de (3.11), es decir si

PA) = A"+ an A" 4w +ag = Y aphF,
k=0

donde a,, = 1, se verifica que, si 0 < j7 < n,

k=j
luego
PO & (k
.'( ) = Z (.)ak)\k_J
En particular
PO(\y) ;
j

Por ser A1 una raiz de P de multiplicidad m, se verifica que
P(\)=P'(\)=---=P" V) =0 y PMO)#0

luego bg = by = -+ = b;,—1 = 0. Teniendo lo anterior en cuenta podemos
escribir la ecuacion (3.15) en la forma

bnz(n) 4+ o+ bmz(m) =0. (3.17)

Es evidente que cualquier polinomio de grado menor que m es soluciéon de

m=1 gon soluciones lineal-

esta ecuacion. En particular las funciones 1, z, ...,z
mente independientes de la ecuacién. Deshaciendo el cambio que hicimos al
principio llegamos a que las funciones

e)‘lx, xe’\lx, . ,xm_le’\lx

son m soluciones linealmente independientes de la ecuacion (3.11).

Teorema 3.3.4. Si \1 es una raiz real de la ecuacion caracteristica (3.12),
de multiplicidad m > 1, entonces las funciones

A

M peM®

B ,xm—lehx

son m soluciones linealmente independientes de la ecuacion (3.11).
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Se comprueba sin excesiva dificultad que los conjuntos de soluciones for-
mados por soluciones de los tipos indicados en la secciéon 3.3.1 y el teorema
3.3.4 para distintas raices de la ecuacién caracteristica son linealmente inde-
pendientes.

Ejemplo 3.3.5. Consideremos la ecuacion
Y +2y +y=0. (3.18)
La ecuacion caracteristica de la ecuacion (3.18) es
MNiyoax+1=(0L+1)2%=0

que tiene una Unica raiz A = —1 de multiplicidad 2. El teorema precedente
nos dice que las funciones e™® y xe™® forman un conjunto fundamental de
soluciones de la ecuacion (3.18). En consecuencia la solucion general de dicha
ecuacion sera

x

y(x) = cre” ¥ + coxwe

donde c1 y ¢g son constantes reales arbitrarias.

Ejemplo 3.3.6. La ecuacién diferencial lineal de orden 5
y(5) _ 3y(4) +3y" —y" =0 (3.19)
tiene como ecuacion caracteristica la ecuacion
A =BT BN A2 =2 (W =33 1) = (A —1)° =0

que tiene dos raices A = 0, de multiplicidad 2, y A = 1, de multiplicidad 3.
Se deduce del teorema 3.3.4 que las funciones

son soluciones de la ecuacion (3.19). En consecuencia la solucion general de
ecuacion es

y(z) = c1 + cox + c3e” + cqxe” + csxle”

donde cq,...,c5 son constantes reales arbitrarias.
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3-16 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

3.3.3. Raices complejas simples

Antes de comenzar el estudio de este caso vamos a recordar algunos
conceptos. Una funciéon z definida en un intervalo I de la recta real y que
toma valores complejos puede ser vista como un par de funciones reales (u, v)
definidas en I de manera que z(x) = u(x) + tv(x). La funcién u se dice que
es la parte real de la funcién z y v se dice que es la parte imaginaria. La
funcién z se dice que es derivable en x € I si lo son w y v y, en este caso,
se define su derivada en x como 2'(z) = v/(z) + iv'(x), Con esta definicion
de derivada de una funcién compleja tiene sentido que ampliemos nuestro
estudio de las ecuaciones diferenciales a las funciones complejas. Resulta
obvio que z es una solucion de la ecuacion (3.11) si, y sélo si, lo son su parte
real y su parte imaginaria.

Recordemos también que, haciendo uso de la férmula de Euler, la ex-
ponencial de un ntimero complejo A\, A = a + i3, a y B reales,® se puede
expresar como

et = e“(cosf +isenf).

Haciendo uso de esta expresion se tiene que para A = a + i, la funcion
2(z) = M = €™ cos Bz + 1% sen B
es derivable en todo R y su derivada es
2 (z) =(e® cos(Bz) — Be™” sen(Bx)) + i(ae™” sen(Bx) + Be™ cos(Bz))

=e [(a cos(Bz) — Bsen(Bz)) + i(asen(Bz) + cos(Bx))]
=Xe™" (cos(Bz) + isen(Bz))= Az(z).

Repitiendo el proceso se tiene que

AN =Nz, j=1,2,....

Esto nos dice que las formulas de las derivadas sucesivas de la exponencial
compleja son las mismas que las de la exponencial real. Por lo tanto, el
argumento que hicimos al principio de esta seccién para exponenciales reales
sigue siendo valido para exponenciales complejas y el teorema 3.3.1 sigue
siendo cierto cuando A es un ntimero complejo.

Teorema 3.3.7. Sea A\ € C. La funcion e es una solucion de la ecuacion
(5.11) si, y sélo si, A es una solucion de su ecuacion caracteristica (3.12).

De modo que si A es una soluciéon compleja de la ecuaciéon caracteristica
(3.12), la funcion z(x) = e es una solucién compleja de la ecuacion (3.11)
y, por lo visto mas arriba, sus partes real e imaginaria son soluciones reales
de la ecuacion (3.11).

3Siempre que expresemos un nimero complejo en la forma « + Bi consideraremos que
a'y [ son reales salvo mencién expresa de lo contrario.

ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
GrUPO A (2015-2016)




3.3 Ecuaciones lineales con coeficientes constantes 3-17

Teorema 3.3.8. Si la ecuacion caracteristica (3.12) tiene una raiz compleja
simple, A = a + 13, entonces las funciones

e“cos(fr) y e sen(Bx) (3.20)
son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion (3.11).

Observacién 3.3.9. Si un polinomio con coeficientes reales tiene una raiz com-
pleja A\ = « + i3 entonces A = a — i también es raiz del polinomio. En
consecuencia las raices complejas, no reales, aparecen siempre en un nimero
par.

Si P es el polinomio caracteristico de la ecuacion (3.11) y A es una raiz de
P, como las exponenciales e’ y e’ también son conjugadas, sus partes reales
coinciden y sus partes imaginarias son opuestas. En consecuencia ambas
raices generan el mismo subespacio vectorial de soluciones de la ecuacién
(3.11) y por lo tanto para obtener soluciones linealmente independientes
solo hay que aplicar el teorema precedente a A o a su conjugado.

Ejemplo 3.3.10. La ecuacién diferencial

49" +4y +5y =0 (3.21)
tiene como ecuacion caracteristica la ecuacion

AN+ 4N +5=0

que no posee raices reales. Sus raices complejas son

-2+ 44 1 —2— 4 1
)\:7:—7 ) )\:7:———'_
! 1 g Th Y A 1 2 '
Se deduce del teorema precedente que la solucion general de la ecuacion
(3.21) es
ylr) =¢e 2 [01 cos T + ¢ sen x]

3.3.4. Raices complejas de multiplicidad mayor que uno

El mismo argumento del apartado 3.3.2 muestra que si A = a+ i es una
raiz compleja de multiplicidad m > 1, entonces las funciones

A

e 1x,$6 m—leklz

A1z

ey X
son m soluciones complejas de la ecuacion (3.11). Por lo tanto, las par-
tes reales e imaginarias de estas funciones son 2m soluciones reales de la
ecuaciéon. Se comprueba facilmente que dichas soluciones son linealmente
independientes.
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3-18 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Teorema 3.3.11. Si A = a+1if8 es una raiz compleja de la ecuacion caracte-
ristica (3.12), de multiplicidad m > 1, entonces las 2m funciones

e cos(fz), ze™ cos(Bz), ..., z™ e cos(fz)

e sen(fBx), e sen(fz), . .., ™ e sen(fx)

son soluciones linealmente independientes de la ecuacion (3.11).

Ejemplo 3.3.12. La ecuacién diferencial
y® 1+ 12y 4+ 62" + 156y + 169y = 0 (3.22)
tiene como ecuaciéon caracteristica
A+ 1223 4+ 62X% + 156A + 169 = 0
que puede escribirse también, completando cuadrados,
(A2 +61)% +26(A2 + 6A) + 132 =(A% + 61 + 13)° = 0.

Esta ecuacion tiene dos raices complejas dobles

AM=-34+2i y d=-3-—2.
Por el teorema precedente, la solucion general de la ecuacion (3.22) es

y(z) = e 3% [(01 cos 2x + ¢o sen 23:) + x(63 cos 2z + ¢4 sen 2x)] .

3.4. Meétodo de variacidon de las constantes

En esta seccién vamos a describir un método para hallar una solucién
particular de la ecuacién completa a partir de la soluciéon de la ecuacién
homogénea asociada. El método es analogo al método del mismo nombre,
que vimos en 2.5, para ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.

Si y1,...,yn es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién
homogénea asociada a la ecuacion diferencial

y(") + an_l(a:)y("fl) + - +ai(x)y + ag(x)y = b(x), (3.23)
buscamos soluciones de esta ecuacion de la forma

y(2) = ui(@)y1 () + - + un(@)yn ().
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Vamos a imponer una serie de condiciones sobre las funciones uq, ..., u,
de manera que se simplifiquen los célculos con la funcion y. Asi, si suponemos
que

ui(@)y1 (@) + -+ + g (2)yn(z) = 0 (3.24)

la derivada de y es

y' () =ur (@)1 (2) + w(@)yi (@) + - 4w (2)yn () + un(2)y), (2)
=y (2)yr(x) + -+ up (@)yn (@) + w (@)Y () + -+ un (@)Y (2)
=uy (2)y1(x) + -+ + un (@)Y (2)

(3.25)

De manera anéloga se comprueba que si, para 1 < k <n—1, imponemos
la condicién

uy (2)yP (@) + -+ (2)y® () = 0, (3.26)
entonces
Y (2) = w (@)y T (@) + -+ un(2)yE D (). (3.27)

Por dltimo, si pedimos que
(n—1) v () D(z) = b 3.28
w @)y () + -+ ()T (@) = b(x) (3.28)
se comprueba de la misma manera que
Y (@) = w @)yl (@) + o+ un @y (@) + b)), (3.29)

Si existen funciones uy, . . ., u, que verifiquen las condiciones (3.24), (3.26)
y (3.28) entonces

y(”)_i_anil(x)y(”*l) 4+t aq (x)y/ + ao(x)y =

=3 @)y + b(@) + an1(2) Y wpla)y D + -

= k=0
e an(@) Y ur(@)y) + aolr) Y uk(a)yr
k=0 k=0

|
1=

u(@) (5 + ana @ + o @ @)y + ao(@)yr ) + blx)

z)

porque las funciones y; son soluciones de la ecuacion homogénea. En conse-
cuencia, la funcion y es solucion de la ecuacion (3.23). Por tanto, sélo queda

|
[l
~
o
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3-20 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

demostrar que existen funciones ui,...,u, que satisfacen las condiciones
(3.24), (3.26) y(3.28) y hallarlas. Es decir, hay que demostrar que el sistema

U (@) () e +l(@)yn(z) =0
U (@) () e +ul (2)yl(x) =0
W@yt @) 4 @)y (@)=0
@)y (@) e + uly (2)y "D () =b(x)

tiene solucion y hallarla. Como el determinante de la matriz asociada al
sistema es

y1(x) y7(w)
qer | yn.(x) =Wy, ...yl (@),
A CONNI T Al )
que es no nulo porque yi, ..., ¥y, €s un conjunto fundamental de soluciones,
el sistema tiene una unica solucion (u}(z),...,ul (z)),

Wilyr, - -, yn] (x)
Wiyt ynl(@)

donde Wi[yi,...,yn| denota el wronskiano de las funciones y;, j = 1,...,n,
Jj # k. Para obtener las funciones uy basta con calcular una primitiva de la
funcion de la derecha en (3.30).

uj(z) = (—1)"*b(z) k=1,...,n, (3.30)

Ejemplo 3.4.1. La ecuacién homogénea asociada a la ecuacion

y" +y = tgz, —g << g (3.31)

tiene como ecuacién caracteristica
MiAr=0 (3.32)

que tiene una solucién real A = 0 y dos complejas A = +¢. En consecuencia un
conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea esta formado
por las funciones

1,cosz,senx

y
1 cosx sen x
W(l,cosz,senz] =det [0 —senz cosz |=1
0 —cosz —senz
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El método de variacion de las constantes nos dice que podemos obtener
una solucion particular de la ecuacion (3.31) de la forma

yp(x) = u1(z) + uz(x) cosx + uz(x) senw
si uy,us vy usg satisfacen:

uy (z)+uh(x) cosz + us(z)senz = 0
—uy(r) senx + uj(x) cosx = 0

—uy(w) cosz — us(z) senx = tgx.

Esto ocurre si

=tgx
—Senzx CcosT

Ull(l‘) :tg$ . det ( COs T senx)

1
ub(z) = —tgx - det (0 f:;i) = —senx

1 cosz

uj(x) =tgw - det (0 ) = —tgxsenw.

—senz
Basta por tanto elegir

ui(z) = — log(cos x)

ug(x) =cosx

() =lo st + se
ug(x) = —_— nx
3 & 1+senz

cos
=1 2 log| ————
yp(x) og(cosx) + cos” x + sen:n[ og<1 n senx> + Sen:p]

1+senx
coS T '

=1 —log(cosx) — sen x log<

Se deduce de 3.1.1 que la solucién general de la ecuacion (3.31) en el

intervalo (—%, g) es

1 —i—senx)

y(x) = c1 + cacosx + cgsenx — log(cosz) — senxlog(
cos

donde ¢y, co, c3 son constantes reales arbitrarias.

Observacion 3.4.2. El método de variacion de las constantes sirve para obtener
una solucién particular de una ecuacion diferencial lineal cualquiera siempre
que se conozca la solucién general de la ecuacion homogénea asociada. En
la practica, si la ecuacién no es de coeficientes constantes, el método puede
no ser aplicable porque no sea posible, o sea muy complicado, obtener la
solucién general de la ecuacién homogénea asociada
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3-22 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

3.5. Meétodo de los coeficientes indeterminados

El método de variaciéon de las constantes es interesante porque siempre
proporciona una solucién particular de la ecuaciéon completa supuesto co-
nocido un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea
asociada. Sin embargo tiene el inconveniente de que a menudo aparecen pri-
mitivas que no son faciles de calcular.

En esta seccion vamos a ver un método para encontrar una solucién
particular de una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes

Y™ a1y Y 4+ ary + agy = b(a). (3.33)

A diferencia del método que hemos visto en la seccion previa que valia cual-
quiera que fuese la funcion b, este método so6lo es vélido cuando b es un
polinomio, una funcién exponencial, un seno, un coseno, productos de los
tipos previos o combinaciones lineales de todos ellos. La idea subyacente en
este método es que todas estas funciones tiene derivadas que son también de
uno de esos tipos por lo que parece razonable buscar soluciones similares a
la funcion b.

Teorema 3.5.1 (Método de los coeficientes indeterminados). Si b es una fun-
cion de la forma

b(z) = e (P(x) cos Bz + Q(z) sen fx) (3.34)

donde o y B son mumeros reales, P es un polinomio de grado k1 y Q es
un polinomio de grado ko, entonces existen dos polinomios de grado k =
max(k1, k2), P1 y Q1, tales que la funcion

yp(x) = 2™ e (P (x) cos Sz + Q1(z) sen fx) (3.35)

donde m es la multiplicidad de A = o + 8t como raiz de la ecuacion carac-
teristica,® es una solucion particular de la ecuacion (3.33).

Demostracion. Por el principio de superposicién para ecuaciones no homo-
géneas, 3.1.4, para hallar una soluciéon particular de (3.33) es suficiente con
encontrar soluciones particulares, u, y v, de las ecuaciones

v+ an oy e ary + agy =€ (P(z) cos fz)

™+ an 1y Y 4+ agy + agy =™ (Q(x) sen Bz).

respectivamente. En este caso, la funcién y, = u, + v, es una solucién de
(3.33). Por otra parte, como el término de la derecha de la primera ecuacion

4Si X no es una raiz de la ecuacién caracteristica se considera que m = 0.
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es la parte real de la funcion P(x)el®T¥)% y el de la segunda es la parte
imaginaria de la funciéon Q(ﬂs)e(““ﬁ)x , segiin vimos en 3.3.3, es suficiente
con demostrar que la ecuaciéon diferencial compleja

y™ + a1y Y 4+ ay’ + agy = X R(x) (3.36)
donde R es un polinomio real, tiene una solucién particular de la forma

™M Ry ()

con R; un polinomio del mismo grado que R.

Haciendo el cambio y = e’\xzp, el argumento hecho en 3.3.2 demuestra
que yp es una solucion de (3.36) si, y solo si, z, es una solucion particular de
la ecuacion

donde by, . .., b, son como en (3.16). En particular b, # 0.
Un polinomio z, de la forma

zp(x) = Agx™ + Apr™t 4 AR
es solucion de la ecuacion (3.37) si, y solo si, los polinomios
T(x) = bnzl()") () +---+ bmzz()m)(a;)

y R son iguales o, equivalentemente, si tienen los mismos coeficientes. El
polinomio T es de grado menor o igual que k y, para j = 0,1,...,k, el
coeficiente de la potencia j-ésima de T' es

TG0) 1 . _
jf ) = (B D) + -+ b (0)

1
= (bp(n + )N Aprjm + -+ bp(m + j)Aj)
donde A; = 0 si i > k. Luego si
R(x) = ¢+ 12 + - - - + ca”

zp es solucion de (3.37) si, y solo si, para 0 < j < k
1 . . )
Cj = ﬁ(bm(m + ])!Aj + berl(m +7+ 1)!Aj+1 + -+ bn(n + ])!AnJrj,m).

Estas ecuaciones forman un sistema de k + 1 ecuaciones y k + 1 incoégnitas
Ap, ..., A (recuérdese que A; = 0 si i > k) que tiene asociada una matriz
triangular de la forma

byym!
0  bp(m+1)!
m !
0 0 by, 2
m+k—1)!
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3-24 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

cuyo determinante es no nulo porque b,, # 0. Esto nos dice que el siste-
ma tiene solucién y por lo tanto que existe una elecciéon de los coeficientes
Ag, ..., A que hacen que z, sea una solucion de (3.37). O]

Como se ve en la demostracion del teorema precedente el método en
dltima instancia consiste en determinar los coeficientes de los polinomios
que aparecen en (3.35) para que ¥, sea una solucion de (3.33).

Si la funcion b es una combinacion lineal de funciones del tipo indicado en
el teorema, basta aplicar el teorema para cada una de esas funciones y aplicar
el principio de superposicion para ecuaciones no homogéneas (teorema 3.1.4).

Una vez que hemos visto la validez del método vamos a ver, mediante
un a serie de ejemplos, como se aplica el método segtin en los distintos casos
particulares de la funcion b.

3.5.1. Caso de polinomios y exponenciales

Comenzaremos considerando el caso de polinomios, exponenciales y sus
productos. Este es el caso en que la funcién b es de la forma

b(x) = e**P(x)

donde P es un polinomio de grado k. Este es el caso particular de (3.34)
cuando 5 = 0. La solucién particular (3.35) se reduce a

yp(x) = e 2™ Py (z)

donde m es la multiplicidad de A = a como raiz de la ecuacién caracteristica,
cero si no es raiz, y P; es un polinomio de grado k. Obsérvese que cuando b
es un polinomio o = 0 por lo que habra que considerar la multiplicidad de
A = 0 como raiz de la ecuacién caracteristica.

Ejemplo 3.5.2. Queremos encontrar la soluciéon general de la ecuaciéon dife-
rencial
y" — 3y + 2y =222 + 1. (3.38)

Comenzaremos buscando la solucién general de la ecuaciéon homogénea
asociada. La ecuacién caracteristica es

N -3\A+2=0

que tiene las raices

2
\_3EVI-8 _
_f_\l

Por tanto, la soluciéon general de la ecuacién homogénea asociada es

yn(x) = c1*® + coe”.
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3.5 Método de los coeficientes indeterminados 3-25

Para calcular una soluciéon particular de (3.38), utilizaremos el método de
los coeficientes indeterminados. Como, en este caso,

b(x) = 22% + 1

que es un polinomio de grado 2 y 0 no es una soluciéon de la ecuacién carac-
teristica, la solucion particular ha de tener la forma

yp(z) = Ag + Ay + Aga®.
Como las dos primeras derivadas de esta funcién son
yp(x) = Ay + 240z e yp(x) = 24,,
sustituyendo en la ecuacion diferencial (3.38) se tiene que

245 — 3(Ay + 242x) + 2(Ag + Az + Aga®) = 222 + 1

245 — 3A1 + 240 + (=645 + 2A1)x + 2A02% = 227 4 1.

Igualando coeficientes

245 —3A1 +2A0 =1
—6A5 +2A4: =0
245 =2

luego As =1, A1 =3y Ag = 4. En consecuencia
yp(r) = 2° + 3z + 4
y la solucion general de (3.38) es

y(z) = 22 + 3z + 4 + 1 + cae”.

Ejemplo 3.5.3. Consideremos la ecuaciéon diferencial
y' -3y =222 + 1. (3.39)
La ecuacioén caracteristica en este caso es
A —3X=0

que tiene las raices A = 0 y A = 3. Como 0 es una raiz de multiplicidad 1
de la ecuacién caracteristica, hemos de buscar una solucién particular de la
forma

yp(z) = 2(Ag + A1z + Agz?).

ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
GruUPO A (2015-2016)

UNIVERSIDAD COMTLUTENSE
@ CAMPUS VIRTUAL




3-26 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Derivando se tiene que
yp(x) = Ag + 2412 + 3427 e yp(z) = 2A1 + 64z
y sustituyendo en (3.39) se tiene que
2A1 + 6Agz — 3(Ag + 2412 + 3452°%) = 222 + 1.

Por ltimo, igualando coeficientes

94, — 349 =1
6A2 —6A; =0
—9A45 =2
de donde sale que Ay = Ay = —% y Ay = % En consecuencia

es una solucion particular de la ecuacion (3.39).

Ejemplo 3.5.4. Consideramos la ecuacion diferencial
' +y=e". (3.40)
La ecuacién caracteristica es
M+1=0

que tiene dos raices complejas A = +i. La solucién particular que buscamos
tiene la forma

yp(z) = Ae™™.

Sustituyendo en (3.40) se tiene que
Ae™ + Aem" ="

de donde se concluye que A = % En consecuencia

yp(z) = Se

es una solucion particular de (3.40).

ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
GrUPO A (2015-2016)

08 UNIVERSIDAD COMPLUTENSE
@) CCAMPUS VIRTUAL




3.5 Método de los coeficientes indeterminados 3-27

Ejemplo 3.5.5. La ecuacién homogénea asociada a la ecuaciéon
y" =3y + 3y —y =4€” (3.41)
tiene como ecuacion caracteristica
M3 43x—1=(\—-1®=0

que tiene una tnica raiz A = 1 triple. La solucién particular que buscamos,
haciendo uso del método de los coeficientes indeterminados, es de la forma

yp(x) = Axde”.

Sus derivadas son

y;)(a:) =Ae” (322 + 2%),
yp () =Ae” (62 + 622 + 2°)
Yy (x) =Ae”(6 + 18z + 922 + 2°)

que sustituyendo en (3.41) nos dan que

Ae” [6 + 18z + 92° + 2® — 3(6z + 627 + 2°) + 3(32® + 2%) — 2%] =
= 6Ae" = 4e”

de donde se deduce que A = % En consecuencia

2
e

Yp(z) = 3

es una solucion particular de la ecuacion (3.41).

Obsérvese que las funciones e, ze® y x2e® son soluciones de la ecuacion
homogénea asociada a (3.41), por lo que ninguna de ellas puede ser solucion
de la ecuacién completa. Por este motivo, al buscar la solucién particular es
preciso considerar la multiplicidad de la raiz 1 en la ecuacién caracteristica
e introducir el factor 23 en la solucién buscada.

Como hemos indicado mas arriba, cuando la funcién b es una combinacion
lineal de productos de polinomios y exponenciales se buscan soluciones para
cada uno de los productos y se emplea el principio de superposiciéon para
ecuaciones no homogéneas.

Ejemplo 3.5.6. Para hallar una solucién particular de la ecuacion
y' —y =2+ x e — 2xe® (3.42)

vamos a hallar una solucién particular de la ecuacién con b(z) = 24z y otra
para la ecuacién con b(z) = (1 — 2z)e?*. Por el principio de superposicion,
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3-28 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

3.1.4, la suma de las anteriores soluciones es una solucion de (3.42). La
ecuacion caracteristica de la ecuacion homogénea asociada a (3.42) es

M —A=0

que tiene dos soluciones A = 0 y A = 1. Para el caso de b(z) = 2> + 2 como
A = 0 es una raiz simple de la ecuacién caracteristica la solucién particular
buscada es de la forma

y1(z) = z(Ag + A1z + Agz? + Aza).
Sus derivadas son
yi(z) = Ag + 2417 + 3As2? + 44323, yi(x) = 2A1 + 642 + 12A322
que trasladadas a la correspondiente ecuacién nos dan
241 + 6Asz 4+ 124522 — (Ap + 241z + 3452 + 4A3.’L‘3) =234z
e identificando coeficientes

24, — Ay =0 6As — 24, =1
1245 — 345 =0 —4A5 =1

de donde se deduce que Az = —i, Ay =—1, A1 = —% y Ag = —T.
Para b(x) = (1—22)e?*, buscamos una solucién particular yo de la forma

ya(z) = e**(Ag + Asz),
Derivando tenemos que
yh(z) = ¥ (244 + As 4 2452), 95 (x) = 4€*T(Ay + A5 + Asz)
que sustituidas en la correspondiente ecuacién nos dan
¥ [4(Ay + A5 + Asz) — (244 + A5 + 2452)] = **(1 — 22).
Dividiendo ambos miembros e identificando coeficientes se llega a
244+ 345 =1 245 = —2
de donde A5 = —1y Ay = 2.

Sumando ambas soluciones se obtiene

1
yp(x) = —x (7 + gm + 22 + 4353) +e?* (2 —2)

que, por el principio de superposicién 3.1.4, es una solucién particular de la
ecuacion (3.42).
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3.5.2. Caso de polinomios y funciones seno y coseno

Vamos ahora a considerar el caso de funciones senos y cosenos y productos
de estas funciones por polinomios. En este caso b es de la forma

b(x) = P(x) cos fz + Q(x) sen fx

donde P es un polinomio de grado k1 y @) es un polinomio de grado ko y la
solucion particular (3.35) es de la forma

yp(x) = 2™ (Pi(2) cos B + Q1 () sen fz)

donde m es la multiplicidad de A = 7 como raiz de la ecuacién caracteristica
y P y Q1 son dos polinomios de grado k& = méx(kq, k2).

Ejemplo 3.5.7. La ecuacion caracteristica de la ecuacion homogénea asocia-
da a la ecuacion diferencial

y" —y +y=2sen3z (3.43)

(S]

N-A+1=0

que tiene dos soluciones complejas A = % + @Z Como 3¢ no es una raiz de
la ecuacion caracteristica buscamos una solucién particular de la forma

yp(x) = Acos3z + Bsen3z.
Derivando
/ "
Yp(z) = =3(Asen3z — Beos3x) e y,(r) = —9(Acos3z + Bsen3z),

substituyendo en la ecuacion

—9(Acos3x + Bsen3z) + 3(Asen3z — Bcos3x)+
+ Acos3x + Bsen3x = 2sen 3z,

e igualando coeficientes, se obtiene que

—8A —-3B =0
3A -8B =2
de donde se deduce que A = % y B = —%. Por lo tanto una solucién

particular de la ecuacion (3.43) es

1
yp(z) = % cos 3r — 7—2 sen 3z.

ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
GruUPO A (2015-2016)

UNIVERSIDAD COMTLUTENSE
@ CAMPUS VIRTUAL




3-30 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Como el ejemplo precedente muestra, aunque la funcién b sélo tenga un
factor en senos el método de los coeficientes indeterminados requiere que en
la solucién particular aparezca también un factor en cosenos.

Ejemplo 3.5.8. Consideremos la ecuaciéon diferencial
yW 4 8y" + 16y = zsen 2z + 22 cos 2z (3.44)
La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea asociada
M+82+16=(N2+4)2=0

tiene dos raices complejas A = £2¢ de multiplicidad 2. La solucién particular
que buscamos es de la forma

yp(x) = ZL'Q[(AQ + Az + A2w2) cos 2z + (Bo + Bix + 321'2) sen 233].

En este caso los calculos, aunque igual de sencillos que en los ejemplos
anteriores, son excesivamente largos por lo que es conveniente, en lugar de
derivar, sustituir en la ecuacién e igualar coeficientes, buscar algin procedi-
miento que simplifique los calculos. En casos como este es conveniente pro-
ceder como en la demostraciéon del teorema dividiendo el problema en dos
y eliminando de los célculos las funciones trigonométricas. Consideremos en
primer lugar la ecuacién diferencial

2 482" 4162 = we®™. (3.45)

Si 21 es una solucién de esta ecuacion entonces y; = Im 2z, la parte imaginaria
de z1, es una solucién de la ecuacién

y(4) + 8y" + 16y = x sen 2z. (3.46)

Haciendo el cambio z(x) = w(z)e?*, y operando de manera analoga a como
lo hicimos en el caso real en 3.3.2, la ecuacion (3.45) se transforma en la
ecuacion

w® + b3w® + byw' = (3.47)
donde j!b; es la derivada j-ésima del polinomio caracteristico en 27, es decir

4(3(2i)* + 4)
2!

24(2i
=16 y by= ;Z):sz'.

by =

Haciendo un nuevo cambio v = w”, la ecuacion (3.47) se transforma en la
ecuacion

" -

v" 4 8w’ — 16v = x.

Como 0 no es una raiz del polinomio caracteristico de esta ecuacion, tendré
una solucién particular de la forma

Up(.fc) =Cy+ Chz.
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3.5 Método de los coeficientes indeterminados 3-31

Derivando, sustituyendo en la ecuacién e igualando coeficientes se llega a que

C) = —% y Cp = —%. Integrando dos veces se tiene que la funcion
C() 2 Cl Z 2 1 3
wyp(x) = S5t 5 =76 T o6

es una solucion particular de la ecuacion (3.47). Por dltimo, la funciéon

3

: 1
2ix ) 2 sen 2«

1
= ——x“cos2x — —=x
96

64

es una solucion particular de la ecuacion (3.46).
Analogamente, si 2o es una solucién de la ecuacion

2 182" 1162 = g2

y1 = Im(wp(z)e

entonces su parte real yo es una solucién particular de la ecuaciéon
yW 4+ 8y" + 16y = x% cos 2. (3.48)

Razonando de forma analoga a la de la primera parte del ejemplo, se llega a
que

) = (202~ L") o2+ = sen2
x) = —x°— —2" | cos 2z + — sen 2z.
b2 256" 192 96
es una solucion de (3.48). Por el principio de superposicion se tiene que
22 7
yp(x) = yl(x) + y2($) = _<256 + 192) cos 2x

es una solucion particular de (3.44).

3.5.3. Caso general

Concluimos esta secciéon con un par de ejemplos en los que en la funcion
de entrada b aparecen polinomios, exponenciales y funciones seno y coseno.

Ejemplo 3.5.9. La ecuacion caracteristica de la ecuacion homogénea asocia-
da a la ecuacién

y" + 3y’ + 2y = ve Fcos2zx (3.49)
es

AN 4+3A+2=0

que tiene dos raices

1
—3+v9-8 _ /

2 AN
-2
Aplicando el teorema 3.5.1 se sabe que la ecuacion (3.49) tiene una solucion
particular de la forma
yp(z) = e *((Ao + A1) cos 2z + (By + Byz)sen2z).

Los coeficientes Ag, A1, By y By se calculan como en los ejemplos precedentes.
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3-32 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Ejemplo 3.5.10. La ecuaciéon caracteristica de la ecuacién homogénea aso-
ciada a la ecuacion

Y + 2y + 5y = 23 T sen 2z (3.50)
es

N 4+224+5=0

que tiene dos raices

_ —2++/25 -0

A 2

=—1+24.

Aplicando el teorema 3.5.1, se tiene que la ecuacion (3.50) tiene una solucion
particular de la forma

Yp(z) =
=ge © ((A0+A1:B+A2:U2+A3x3) cos 2x+(B0+B1x+ng2+ng3) sen 2:1:).

Los coeficientes Ay, ..., As, By, ..., B3 se calculan como en los ejemplos pre-
cedentes.

3.6. Oscilaciones mecanicas

El ejemplo maés sencillo de un sistema mecéanico en el que se producen
oscilaciones es un muelle o resorte del que cuelga verticalmente un objeto pe-
sado (véase la figura 3.1). Supondremos que el objeto tinicamente se mueve
verticalmente sin torsién. El movimiento del objeto viene determinado por

Figura 3.1: Muelle vertical

las diversas fuerzas que acttian sobre él. Entre estas estan la fuerza de la
gravedad, la fuerza recuperadora del muelle, la fuerza de amortiguaciéon que
ejerce el medio y, eventualmente, las fuerzas externas que actian sobre el
sistema. Vamos a analizar cada una de estas fuerzas y su efecto en el movi-
miento del objeto. Consideraremos que las fuerzas y los desplazamientos son
positivos si estan dirigidos hacia abajo y negativos en caso contrario. Ademas
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3.6 Oscilaciones mecanicas 3-33

vamos a considerar como punto de referencia para medir el desplazamiento
del muelle cuando se estira o se contrae la posicién en que se encuentra su
extremo inferior cuando no hay ningin objeto colgando de él. En este caso,
al desplazamiento del extremo inferior del muelle respecto a ese punto de
referencia lo vamos a denotar por x.

Fuerza de la gravedad. Si el objeto tiene masa m, la fuerza de la
gravedad que actta sobre él viene dado por

Fy, =mg (3.51)

donde g es la aceleracion de la gravedad. Como esta fuerza actia hacia abajo
es positiva.

Fuerza recuperadora. La fuerza que ejerce el muelle en oposicién a
cualquier fuerza que lo estira o contrae se denomina fuerza de restitucion
o recuperadora. Esta fuerza, que depende del desplazamiento, la vamos
a denotar F,.. La ley de Hooke establece que la fuerza recuperadora es
proporcional al desplazamiento. Asi, si z es el desplazamiento del muelle

Fr(z) = —kx (3.52)

donde k es una constante positiva que depende del material del que esta
hecho el resorte. Esta constante se denomina constante de elasticidad y
mide el grado de elasticidad o rigidez del resorte. El signo negativo aparece
porque la fuerza de restitucion actia en sentido opuesto al del desplazamiento
del muelle.

Para determinar la constante k es suficiente con calcular el efecto que
produce un cuerpo de masa m colgado del muelle. Cuando se cuelga un
objeto del muelle este sufre un desplazamiento por efecto del peso del objeto
que es contrarrestado por la fuerza recuperadora de manera que al cabo de
un cierto tiempo el muelle queda parado en una posiciéon de equilibrio. En
este estado el muelle se habra desplazado a una distancia xy como aparece
en la figura 3.2. En la posiciéon de equilibrio la fuerza recuperadora compensa

x=0—"—%

rT=xy
(punto de equilibrio)

Figura 3.2: Punto de equilibrio de un muelle vertical
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3-34 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

la fuerza gravitatoria luego

FT(CC()) + Fg = —kxog+mg =0 (353)
de donde se deduce que
k="9 (3.54)
T

Fuerza de amortiguamiento. En la préctica siempre existen fuerzas
de friccién o rozamiento que ejercen una resistencia al movimiento del mue-
lle. Esta fuerza, que denotaremos Fy, se conoce con el nombre de fuerza
de amortiguamiento. Depende de diversos factores, principalmente de la
velocidad del movimiento. Nosotros supondremos que la fuerza de amorti-
guamiento es proporcional a la velocidad

F, = —pv (3.55)

donde v = 2’ es la velocidad y p es una constante positiva que se denomina
constante de amortiguamiento. El signo negativo es debe a que esta
fuerza acttia en sentido opuesto al del movimiento.

Fuerzas externas. Denotaremos por F, cualquier otra fuerza externa
que pueda actuar sobre el sistema.

Resumiendo lo anterior tenemos que la fuerza resultante I’ que actia
sobre el sistema es la suma de las cuatro fuerzas anteriores

F=Fy+F +F,+F,

que, aplicando la segunda ley de Newton y las expresiones de las distintas
fuerzas que hemos visto antes, se transforma en la ecuacién diferencial lineal
de segundo orden

d’x dx
Mmooy =mg = kx — o + Fe(t). (3.56)
De la ecuacion (3.54) se deduce que mg = —kxg, que sustituyendo en la

ecuaciéon precedente y reordenando los términos da

d*x dx
ar —20) = F.(1). :
meog T + k(x — x0) (t) (3.57)

Si hacemos y = x — xg, entonces y mide el desplazamiento del objeto desde el
punto de equilibrio xp. En esta nueva variable la ecuacion (3.56) se convierte

en
d*y dy

e T a
Esta ecuacién modela el comportamiento de un resorte vertical del que
cuelga un objeto pesado. Las distintas soluciones de esta ecuacién, que de-

penderan de los valores de la masa del objeto, de las constantes k y u vy,

+ ky = F.(t). (3.58)
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obviamente, de las fuerzas externas, nos proporcionan, como todo modelo
matemaéatico, una descripcién aproximada del comportamiento real del siste-
ma estudiado que, para valores pequenos del desplazamiento y la velocidad
iniciales, suele ser bastante adecuada en la mayoria de las situaciones.

El modelo también se aplica en el caso del sistema analogo en que el
resorte se desplaza en posicion horizontal (véase la figura 3.3). En este caso
al enganchar un objeto al muelle este no se mueve de su posicién de reposo
porque ahora la fuerza de la gravedad no ejerce ninguna influencia en el

T = X

Figura 3.3: Muelle horizontal

movimiento del sistema, por lo que el punto de equilibrio es el punto zg = 0,
y = y. Si el objeto se mueve de su posicion de reposo la fuerza resultante F'
que actiia sobre el sistema en este caso es la suma tnicamente de las fuerzas
recuperadora, de amortiguamiento y externa:

F=F+F,+F,
que procediendo como antes nos conduce a la ecuacién

A’z dr
mﬁ + ,U/a + kx = Fe(t) (359)

3.6.1. Oscilaciones libres no amortiguadas
Cuando la constante de amortiguaciéon p es nula y no se aplica ninguna
fuerza externa, el movimiento resultante se denomina movimiento libre

no amortiguado o movimiento armoénico simple. En este caso (3.58)

se reduce a la ecuacién )
d~y

La ecuacion caracteristica de esta ecuacion es
2 _
mA +k=0

que tiene dos raices complejas A = 14/ %z Denotando w = \/g , la solucion
general de la ecuacion (3.60) es

y(t) = c1 coswt + ca senwt. (3.61)
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Si y no es la solucion trivial, eligiendo ¢ de manera que 0 < ¢ < 27 y

C1 Co
COSQ = — sen o =
¢=7 v ¢

A=4/E+c3, (3.62)

y sustituyendo en (3.61) se obtiene que

donde

y(t) = Acos ¢ coswt + Asen ¢ sen wt,

que, haciendo uso de la férmula del coseno de la diferencia, nos permite
escribir ¢ en la forma

y(t) = Acos (wt — ¢). (3.63)

Dado que la funcién coseno es peridédica de periodo 27 las soluciones de
la ecuacion (3.60) son periddicas de periodo

2m m
T=—=2my/—. .64
Z (3.64)

Se denomina frecuencia de una funcién periodica al ntmero de osci-
laciones por unidad de tiempo, es decir al nimero de veces que la funcién
toma un mismo valor en un periodo de tiempo unidad. La frecuencia es el
valor inverso del periodo. La frecuencia angular es el nimero de oscila-
ciones medidas en radianes por unidad de tiempo, es decir es el producto
de la frecuencia por 27w. En muchos textos se utiliza habitualmente la fre-
cuencia angular en lugar de la frecuencia. En este caso se suele denominar
simplemente frecuencia a la frecuencia angular. La frecuencia suele medir-
se en ciclos por segundo o hercios y la frecuencia angular en radianes por
segundo. En el caso de la ecuacion (3.60) sus soluciones tienen

1 w 1 k
f 1 = — = — = — .
recuencia 5 = 2\ (3.65)

2 k
frecuencia angular = T =g (3.66)
T m

La frecuencia de las soluciones, como puede observarse, depende tinicamente
de las caracteristicas fisicas del sistema, en concreto de la masa m del objeto
y de la constante k de elasticidad del resorte.

La constante A se denominan amplitud o amplitud de la oscilacion
y, como se ve inmediatamente a partir de (3.63), es el valor maximo que
puede alcanzar |y| y, por lo tanto, es el méximo desplazamiento, en uno
u otro sentido, que puede alcanzar el resorte desde su punto de equilibrio.
Dicho valor méximo se alcanza cuando

¢+ nm

t , ne .
w
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3.6 Oscilaciones mecanicas 3-37

El ntimero ¢ se denomina Angulo fase del sistema. La amplitud y el &ngu-
lo fase dependen s6lo de las condiciones iniciales, posiciéon y velocidad, del
movimiento.

La grafica de la solucion (3.63) aparece representada en la figura 3.4.

IS SS

21
w

Figura 3.4: Movimiento arménico simple

Ejemplo 3.6.1. Un objeto de 32 N de peso’ que cuelga de un muelle de
acero de 10 cm de longitud produce un alargamiento del muelle de 0,25
cm. Se cambia el objeto que cuelga por otro de 1/2 kg de masa. Queremos
determinar el movimiento resultante después de desplazar el objeto 0,25 cm
hacia abajo y soltarlo con una velocidad de 1 cm/s también hacia abajo.

En primer lugar vamos a determinar la constante de elasticidad. Segun
hemos visto en (3.54)

L_mg
Zo
luego
32 N

Por lo visto més arriba, para determinar el movimiento del muelle con el
nuevo objeto de masa m = %, hemos de resolver la ecuacién

1d%y
—— + 128y = 0.
2 dt? Y
La ecuacién caracteristica de esta ecuacion es, quitando denominadores,
M 4256 =0
que tiene dos raices complejas A = ++4/256¢ = +16¢. En consecuencia la

solucion general de la ecuacion diferencial es

y(t) = ¢1 cos 16t + co sen 16t.

El Newton (N) es la unidad métrica de fuerza. Es la fuerza que hay que aplicar a un
1 kg de masa para obtener una aceleracion de 1 m/sQ. Por lo tanto un cuerpo que tiene
una masa de 1 kg tiene un peso aproximado de 9,8 N.

ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
GruUPO A (2015-2016)

UNIVERSIDAD COMTLUTENSE
@ CAMPUS VIRTUAL




3-38 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

Las condiciones iniciales son

1
y(0) = 0,25 = 7 o y'(0) =1 cm/s.

En consecuencia

1= y(0) =c1, 1=14(0) = 16co

y la ecuacién del movimiento resultante es

1 1
y(t) = 7508 16t + 1g Sen 16t.

La amplitud es

A G -

4 16 16 °

El angulo fase ¢ ha de verificar

sen ¢ = ——

4
VIT V17

por lo que esta en el primer cuadrante y ademas

cos ¢ =

1
¢ = arctg i = 0,2498 radianes.

Haciendo uso de la amplitud y el &ngulo fase la solucién puede ser expresada

en la forma
V17
y(t) = T cos(16t — 0,2498).

El periodo de esta funcion es § segundos y la frecuencia angular 16 radianes
por segundo.

Ejemplo 3.6.2. Supongamos que tenemos un resorte situado en posicién ho-
rizontal sujeto a un muro en su extremo izquierdo. Un cuerpo de masa %
kilogramo unido al extremo libre del resorte sufre un estiramiento de 2 me-
tros cuando se le aplica una fuerza de 100 newtons. Queremos determinar la
posicién del objeto, suponiendo que no hay rozamiento, si inicialmente se en-
cuentra a un metro de la posiciéon de equilibrio y se suelta con una velocidad
de 5 m/s en direccion al extremo fijo del resorte.

Para calcular la constante de elasticidad no nos podemos valer de la
gravedad porque en este caso no tiene ningin efecto. Sin embargo, sabemos
que si aplicamos una fuerza externa F, = 100 N el resorte alcanza el equilibrio

con un alargamiento de 2 metros

0=F,+ F, =100 —2k luego k =50 N/m.
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La ecuacién del movimiento en este caso es, quitando denominadores,

d’x
W + 1002 = 0.

Argumentando como antes se llega a que w = /100 = 10 y que la funcién
de posicion del resorte es

x(t) = ¢y cos 10t + c2 sen 10¢. (3.67)

El periodo de la oscilacién es

T = I Ts
10 )
y la frecuencia
o2 < 1som
= — = — X 7
T =«
Las condiciones iniciales z(0) = 1 y 2/(0) = —5 sustituidas en (3.67) y

su derivada nos dan que
ci =x(0) =1, 10cy =2'(0) = =5
luego la funcién de posiciéon del objeto es

1
x(t) = cos 10t — 5 sen 10¢. (3.68)

La amplitud es

2 2
El angulo fase ¢ ha de verificar que
2 1
Ccosp = — seng = ———
¢ VAR ¢ NG

lo que nos dice que ¢ se encuentra en el cuarto cuadrante luego

1
¢ =2m+ arctg(—i) & 5,8195 radianes.

La funcién z en la forma amplitud-fase de manera aproximada queda

V5

x(t) ~ > cos(10t — 5,8195).
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3-40 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

3.6.2. Oscilaciones libres amortiguadas

Seguimos suponiendo, como en el caso anterior, que no actiia ninguna
fuerza exterior pero ahora consideramos que si existe una fuerza de amorti-
guamiento. En este caso la ecuacion (3.58) queda

d?y  dy
Sy ky=o0. 3.69
Mmooyt Ho kY (3.69)

La ecuacion caracteristica de esta ecuacion es

mA2 + p\ + k= 0. (3.70)

La naturaleza de las raices de esta ecuacién, y por lo tanto la de las soluciones
de la ecuacion (3.69), depende del signo de A = p? — 4km. Asi, el sistema
se dice que es

» Sobreamortiguado si A > 0.
» Criticamente amortiguado si A = 0.
s Subamortiguado si A < 0.

Vamos a estudiar cada caso por separado.

Movimiento sobreamortiguado
Si A > 0 las soluciones de la ecuacion (3.70) son

\ —p 4 A/ p? — 4km ) —u — A/ % — 4km
1= y A2 =
2m

2m

En consecuencia las soluciones de la ecuacion diferencial (3.69) son

At

y(t) = creMt + coet?, (3.71)

Como A1 y Ay son nameros negativos y(t) — 0 cuando t — 400. En este caso
no hay oscilaciones y la masa desplazada de la posicién de equilibrio vuelve
hacia la posicion de equilibrio. Ademas la solucion, si no es la trivial, pasa a
lo sumo una vez por el punto de equilibrio.® En general, dependiendo de los
valores de las condiciones iniciales, las graficas de las soluciones no triviales
de los sistemas sobreamortiguados son o bien de una de las tres formas que
aparecen representadas en la figura 3.5 o bien de la de sus simétricas con
respecto al eje t.

6Si la solucién no es la solucién trivial, y(t) solo puede ser cero si las constantes ¢; y
¢z son no nulas y de signos opuestos. En este caso el tinico valor para el que y se anula es

1 C2
t=— "1 I
)\1—)\2 Og( C1>

que es positivo sélo si |ca| > |e1]-
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3.6 Oscilaciones mecanicas 3-41

Figura 3.5: Movimiento sobreamortiguado

Movimiento criticamente amortiguado

En este caso la ecuacion (3.70) tiene una tnica raiz doble A = —%-. La
solucion general de la ecuacion diferencial (3.69) es

y(t) = eM(c1 + eat). (3.72)

Como la exponencial es positiva y el polinomio ¢; + cot tiene a lo sumo una
raiz, si la solucién no es la trivial el objeto pasa por la posicién de equilibrio
a lo sumo una vez. De hecho esto s6lo ocurre si la raiz del polinomio ¢ + ¢st,
queest = —%, es positiva, es decir si ¢; y ¢o tiene signos opuestos. También
es evidente que no hay oscilaciones y que y(t) — 0 cuando ¢t — +oo. Las
graficas de las soluciones son semejantes a las del caso sobreamortiguado.

Movimiento subamortiguado

Este es el méas interesante de los tres casos. Ahora las raices de la ecuacién
caracteristica (3.70) son de la forma A\ = o + wi con

— w:«/4km—u2

o= —
om 2m
En consecuencia la solucion general de la ecuacion (3.69) es
y(t) = e*(c1 coswt + co sen wt)

que, operando como hicimos en 3.6.1, se puede poner en la forma

y(t) = Ae™ cos(wt — )
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3-42 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

donde

A=/ +c2

cos¢=%, senqﬁzcz2 y 0<¢ <27,

vy ¢ es tal que

Aunque el movimiento en realidad no es periodico, las soluciones si tienen
caracter oscilatorio. Podriamos decir que son oscilaciones amortiguadas ya
que la amplitud de las oscilaciones no es constante sino que va decreciendo
con el tiempo. Las gréaficas de las soluciones estan comprendidas entre las
curvas y(t) = —Ae® e y(t) = Ae™ y las toca de forma regular en los puntos
de la forma

t= o+ mr, ne”.
w

Podemos entonces definir el seudoperiodo de la oscilaciéon como

2 2
:—ﬂ-:27r n

w v 2km — p2

que es el intervalo de tiempo entre dos maximos o dos minimos sucesivos.
Estas soluciones pasan regularmente por el punto de equilibrio dos veces en
cada seudoperiodo una en cada sentido. Por analogia con el caso armonico a

\/4km — p? ¢ ko n
w=——= RN
2m m  4m?2
se le denomina seudofrecuencia de la oscilacion. Obsérvese que en este caso
la seudofrecuencia es menor que la frecuencia que se tendria si no existiese la

T,

fuerza de amortiguacién, que seria wg = %, y por lo tanto el seudoperiodo
T, es mayor que el periodo T de la oscilacién sin amortiguaciéon. Esto nos dice
que la accion de la fuerza de amortiguamiento produce dos efectos, por un
lado amortigua la amplitud de la oscilacién y por otro ralentiza el movimiento
disminuyendo su frecuencia. En la figura 3.6 aparece representada la grafica
de una solucién tipica de movimiento subamortiguado.

Ejemplo 3.6.3. Consideremos un objeto de masa 0,5 kg suspendido de un
muelle con constante de elasticidad & = 2 N/cm. Supongamos que la cons-
tante de amortiguamiento es menor que 2 N-s/cm. Queremos estudiar el
movimiento del objeto después de desplazarlo 1 ¢m hacia abajo y soltarlo.
La ecuacién diferencial que describe este movimiento es

1 d%y dy

22 2L 42y =0 3.73

garz "t T (3:73)
y las condiciones iniciales son y(0) = 1 e '(0) = 0. La ecuacion caracteristica
de (3.73) es

N +2uN+4=0
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Figura 3.6: Movimiento subamortiguado

que tiene dos raices complejas A = —p £ 4/4 — p?i. En consecuencia la
solucion general de la ecuacion (3.73) es

y(t) = e M [cl cos ( 4 — p? t) + ¢ sen ( 4 — p? t)] (3.74)
Haciendo uso de las condiciones iniciales se obtiene que
1=y(0)=c v 0=9(0)=—pucy ++/4—p?co

de lo que se deduce que

_
VA= 2

Sustituyendo estos valores en (3.74) se obtiene que

ci=1y c=

y(t) = e M [cos ( 4 — p? t) +—L sen ( 4 — p? t)] (3.75)
A4 — p?
La seudofrecuencia de y es
w=4—p?
y el seudoperiodo es
27
T, = =
4—p

Haciendo

> 4

A:\/H(\/j—iu?) 4—u2:\/42—7
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y eligiendo ¢ tal que

1 1%
COSQp = —, Ssen@p = ———— 0< o< 2m
b= smd= iy 00
la funcién y se puede poner en la forma
2 —ut
y(t) = ———=e"Hcos(n/4 — p?t — ¢). (3.76)
4 — p?

En la figura 3.7 aparece representada la grafica de la funcion (3.76) para

k\AQm
-

— u=0,10 — pu=1
— u=0,25 — =175

Y

Figura 3.7: Grafica de la funcion (3.76) para diversos valores de

w = 0,1,0,25 1y 1,75. Como puede observarse segin va aumentando el
valor de p la amplitud va decreciendo y el seudoperiodo creciendo.

3.6.3. Oscilaciones forzadas no amortiguadas

En esta secciéon y en la siguiente vamos a estudiar sistemas sobre los que
acttia una fuerza externa, F,, dependiente del tiempo. En nuestro estudio
dnicamente vamos a considerar fuerzas externas de la forma

F.(t) = Fycoswt (3.77)

donde Fj es una constante no nula.
Vamos a comenzar suponiendo que no hay fuerza de amortiguamiento.
En este caso la ecuacion (3.58) adopta la forma

m@—i-k = Fycoswt (3.78)
a2 TV T ' '

Sabemos que la solucion general de la ecuacion (3.78) es la superposicion
(la suma) de una solucion particular y, de la ecuacion y la solucion general
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3.6 Oscilaciones mecanicas 3-45

yp, de la ecuacion homogénea asociada. Esta tltima es la ecuaciéon del mo-
vimiento libre no amortiguado que hemos visto en 3.6.1 que tiene solucién

general
yr(t) = ¢1 cos (\/Zt> + ¢ sen(\/zt) (3.79)

Para hallar y, vamos a utilizar el método de los coeficientes indetermi-
nados. Para ello hemos de considerar dos casos segiin que la funcién F, sea
o no solucién de la ecuacién homogénea asociada. Esto depende de que la
frecuencia angular de F, w, coincida o no con la frecuencia correspondiente

al movimiento libre del sistema, wg = 4/ % A esta ultima se le denomina

frecuencia (angular) natural del sistema.

Frecuencia de la fuerza de entrada distinta de la frecuencia natural

En este caso vamos a buscar una solucion particular de la ecuacion (3.60)
de la forma
yp(t) = acoswt + bsen wt. (3.80)

Sustituyendo esta funcién en la ecuacion diferencial se tiene que
—mw?(acoswt + bsenwt) + k(acoswt + bsenwt) = Fy cos wt
que igualando coeficientes da

—maw? + ka =y
—mbw? + kb =0
de donde se deduce que

Y Fy
 k—mw? m(w%—wQ)

a y b=0.

En consecuencia la solucién particular buscada es

Fy
yp(t) = P wt. (3.81)

La solucion general de la ecuacion (3.78) es

R [k [k
y(t) = o €0 wt +c1 COS( - t) +c2 sen( - t) (3.82)

donde las constantes ¢; y c2 estan determinadas por los valores iniciales y(0)
e y'(0). Esta solucion es la superposicion de dos oscilaciones, una que es
la correspondiente al movimiento libre, que tiene como frecuencia angular
la frecuencia natural del sistema, y la otra con la misma frecuencia que la
fuerza externa.
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Ejemplo 3.6.4. Consideremos un resorte con coeficiente de elasticidad k = 9
del que cuelga un cuerpo de masa m = 1. Queremos determinar la respues-
ta (la solucion) del correspondiente sistema si estd sometido a una fuerza
exterior F,(t) = 80 cos 5t supuesto que y(0) = 3/(0) = 0.

La ecuacién del movimiento en este caso es

d2
d—t‘;’ + 9y = 80 cos 5t. (3.83)

|k
wo = 7:3
m

y la frecuencia de la fuerza externa es w = 5. Como ambas frecuencias son
distintas estamos en las condiciones de la discusiéon precedente. Repitiendo
los razonamientos anteriores se llega a que

80

yp(t) = T cos bt = —5 cos bt.

La frecuencia natural es

En consecuencia la solucion general de la ecuacion (3.83) es
y(t) = =5 cosbt + ¢1 cos 3t + co sen 3t. (3.84)
Las condiciones iniciales implican que
0=y0)=c1—5 vy 0=19(0)=3cy
luego c1 = 5y c2 = 0. En consecuencia la soluciéon de nuestro problema es
y(t) = 5cos 3t — 5cos 5t. (3.85)

En este caso la solucién es periddica de periodo 27. En la figura 3.8 aparece

Y \
2n 4n 6m

|
»
L

Figura 3.8: Grafica de la funcion (3.85)

representada la grafica de la funcion (3.85).
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Vamos a estudiar ahora un fenémeno interesante que aparece en algunas
situaciones cuando los valores de las frecuencias son préoximos. Supongamos
que y(0) = y'(0) = 0. Sustituyendo en (3.82) se tiene que

Fo

0=y(0)=—F5—5+ca vy 0= y'(0) = cowp
m(wg — w?)
luego
Fy 0
cl = ——F- C =
1 m(wg — w2) y 2
por lo que
Fi F
y(t) 22702 cos wt — 270 cos wot
m(wg — w?) m(wg — w?)
" (3.86)

=————— (coswt — coswpt).
m(wg — w?)
Haciendo uso de la formula de la diferencia de cosenos podemos expresar la
funcién anterior como

2F 1 1
y(t) = 0 sen —(wp — w)t sen §(w0 + w)t. (3.87)

m(wg — w?) 2

Si los valores de las frecuencias son préximos w + wg es muy grande en
comparacion con |wy — w| por lo que los valores de sen %(wo + w)t cambian
muy rapidamente mientras que por el contrario los valores de sen %(wo —w)tlo
hacen muy despacio. Podemos interpretar entonces la ecuacion (3.87) como
una oscilaciéon con frecuencia angular %(wo + w),

y(t) = A(#) sen %(wo )t (3.88)

pero con una amplitud variable lenta,

2F, 1
A(t) = W Sen 5(&){) — (U)t

Este fenomeno se conoce con el nombre de batimiento.”

7 En Fisica se define el batimiento como la variacién periédica en amplitud debida a
la superposicién de dos ondas que tienen frecuencias ligeramente diferentes.

Debido a que la intensidad del sonido es proporcional al cuadrado de la amplitud, el
sonido es mas fuerte siempre que la funcién de amplitud es o bien un méximo o un minimo.
Cuando hay batimiento esto se produce dos veces en cada periodo de la onda envolvente
0, lo que es lo mismo, con una frecuencia igual a la diferencia de las frecuencias de las
dos ondas. Si esta frecuencia es inferior a 15 o 20 ciclos por segundo el oido es capaz de
distinguir estas fluctuaciones de volumen, para frecuencias superiores las fluctuaciones son
demasiado rapidas para distinguirlas.

Este fenémeno es a menudo utilizado para comparar una frecuencia desconocida con
otra conocida. Por ejemplo, para afinar un piano con la ayuda de un diapasoén, el afinador
presiona una tecla y simultdneamente hace sonar el diapasén mientras ajusta la tension
de la cuerda del piano para modificar su frecuencia hasta que las fluctuaciones sonoras
producidas por los batimientos aparecen muy separadas lo que indica que la diferencia de
las frecuencias de los sonidos es muy pequena.
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Figura 3.9: El fenémeno de batimiento. Las gréaficas discontinuas correspon-
den a la amplitud y su opuesta

Frecuencia de la fuerza exterior igual a la frecuencia natural

Si w = wyp la fuerza externa es soluciéon de la ecuaciéon homogénea asocia-
da. Para aplicar el método de los coeficientes indeterminados hay que buscar
soluciones de la forma

yp(t) = t(acoswt + bsenwt). (3.89)

El término entre paréntesis es una funcion y; que es solucion de la ecuacion
homogénea asociada. Teniendo esto en cuenta, sustituyendo en la ecuaciéon
(3.78) se tiene que

m(2yy + ty") + kty; = 2my} = Fy coswt
o lo que es lo mismo
2m(—aw senwt + bw cos wt) = Fy coswt
que igualando los coeficientes de los términos en coseno y en seno da
2mbw = Fy 'y —2maw =0

de donde se concluye que

F
a=0y b=_—2
2mw
En consecuencia P
0
t)=——1t t 3.90
(1) = 5 tsene (390)

y la solucion general de la ecuacion (3.78) es

F
y(t) = 270 tsenwt + ¢1 coswt + co sen wt. (3.91)
mw

ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
GrUPO A (2015-2016)

@ CCAMPUS VIRTUAL




3.6 Oscilaciones mecanicas 3-49

La solucién particular ¥, es particularmente interesante porque ilustra el
fenémeno conocido como resonancia. En este caso la amplitud variable de
la oscilacién

o
—— tsenwt

crece de manera proporcional al tiempo, lo que hace que la solucién sea una
oscilacién no acotada.® La gréfica de la funcién (3.90) aparece representada
en la figura 3.10 junto con las rectas

que aparecen representadas con trazo discontinuo.

//\7\/\/\[\/\

Figura 3.10: Resonancia no amortiguada

8F] fenémeno de la resonancia aparece en situaciones muy variadas teniendo en oca-
siones consecuencias desastrosas y siendo utilizado con provecho en otras.

Un ejemplo espectacular de los efectos de la resonancia se tiene cuando una cantante
rompe una copa de cristal con su voz amplificada. Si la cantante emite con potencia una
nota con una frecuencia exactamente igual a una de las frecuencias naturales de vibracién
de la copa, se pueden crear oscilaciones de gran amplitud que pueden llegar a romper el
cristal.

Los puentes proporcionan numerosos ejemplos de los efectos de la resonancia. Un ejem-
plo clésico es el derrumbamiento en el ano 1831 del puente de Broughton en Inglaterra
tras el paso de un grupo de 60 soldados marcando el paso con una frecuencia coincidente
con una de las frecuencias naturales del puente. Otro caso analogo sucedié en el Pont de
la Basse-Chaine en Angers (Francia) en 1850 causando la muerte de méas de 200 soldados.
Por este motivo se ordena que las formaciones militares rompan el paso antes de atravesar
un puente (véase la figura 3.11).

La resonancia se puede emplear, por otro lado, para amplificar sefiales débiles. En los
antiguos receptores de radio este procedimiento era empleado para amplificar la senal de
la emisora que se deseaba oir, poniendo en resonancia la frecuencia del aparato con la de
la sefial de dicha emisora.
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Figura 3.11: Aviso a la entrada del Albert Bridge en Londres

Ejemplo 3.6.5. Supongamos que un objeto de masa 1 kg cuelga de un muelle
de coeficiente de elasticidad 1 N/m y que se somete el sistema a una fuerza
externa F.(t) = cost N. Queremos determinar la respuesta del sistema si en
el instante inicial estd parado y en equilibrio.

La ecuacién del sistema es

y"' +y = cost (3.92)

y las condiciones iniciales son y(0) = 0 e 3'(0) = 0.
Como la ecuacion caracteristica de la ecuacion homogénea asociada es

M +1=0

que tiene dos soluciones imaginarias puras A = +¢, la soluciéon general de la
ecuacién homogénea es

yn(t) = cq cost + cosent.

Si, aplicando el método de los coeficientes indeterminados, buscamos una
solucion particular de la ecuacion (3.92) de la forma

yp(t) = t(acost + bsent),
sustituyendo en (3.92) se obtiene que

2(—asent + bcost) —t(acost + bsent) + t(acost + bsent) = cost

2(—asent + bcost) = cost
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que igualando los coeficientes de los términos en senos y cosenos da a =0y
b= % En consecuencia

1
yp(t) = §t sent

y la solucion general de (3.92) es

1
y(t) = it sent + ¢ cost + cosent.

Tomando en consideraciéon las condiciones iniciales se llega a que
0=y0)=c y 0=1y(0)=cs.

Asi que en este caso la solucién del problema de valor inicial coincide con la
solucién particular que hemos obtenido.

3.6.4. Oscilaciones forzadas amortiguadas

En los sistemas fisicos reales siempre hay una fuerza de amortiguamiento
aunque sea muy pequenia. En este caso la ecuaciéon del movimiento es de la
forma )

oy dy
m—s + p— + ky = Fycoswt 3.93

con g > 0. La solucién general de esta ecuacion es de la forma

Y=Yp+Yn

donde y, es una solucion particular de (3.93) e y, es una solucién de la ecua-
cion homogénea asociada. Esta tltima ecuacién corresponde a un movimien-
to libre no amortiguado que, segtin vimos en 3.6.2, tiene diferente soluciéon
seglin el movimiento sea sobreamortiguado, subamortiguado o criticamente
amortiguado. En cualquiera de los tres casos vimos que las correspondientes
soluciones tienden a 0 cuando ¢ tendia a infinito. Esto nos dice que la compo-
nente yp, de la solucion es una componente transitoria. Como las condiciones
iniciales determinan ¥y, se concluye de lo anterior que con el tiempo el efecto
de las condiciones iniciales va desapareciendo y la respuesta del sistema esta
determinada casi completamente por la fuerza externa aplicada.

Como p > 0 la fuerza externa no es soluciéon de la ecuacion homogénea
asociada por lo que, aplicando el método de los coeficientes indeterminados,
se sabe que la ecuacion (3.93) tiene una soluciéon particular de la forma

yp(t) = acoswt + bsen wt.

Sustituyendo esta funcién en la ecuacion se tiene que

— mw?(acoswt + bsen wt) + pw(—asenwt + bcos wt)
+ k(acoswt + bsenwt) = Fycoswt
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e igualando los términos en coseno y en seno se llega a que
(k — mw?)a + pwb =Fy
—pwa + (k —mw?)b =0
de donde se deduce que

(k — mw?)Fy b= pwEy

T2t () T 7T e me?)? 4 ()

Por lo tanto, una solucion particular de la ecuacion (3.93) es

F
yp(t) = = mwQ)(; ) ((k — mw?) coswt + pw sen wt). (3.94)

Poniendo

A(w) = Va2 + b2 = £0 (3.95)

k= m?)? + (uw)?
y eligiendo ¢ de manera que, 0 < ¢ < 27 y

k— 2
e eng = ated (3.96)

V= m?) + () V= ma?)? + (uw)?

la, funcién g, se puede escribir también en la forma

cos ¢ =

yp(t) = A(w) cos(wt — @) (3.97)

Fo
up(t) = 2y2 2
V(k —mw?)? + (uw)
La amplitud de esta solucion,
Foy _ Ey
k= ma P + G \/m(wf =) + (u)?

a diferencia del caso no amortiguado, es una funcién acotada de w. El valor
maximo de A(w) se alcanza cuando el valor de

cos(wt — ¢). (3.98)

Alw) = (3.99)

m?(wi — w?)? + (uw)? (3.100)
es minimo. Desarrollando y completando cuadrados se verifica que

2 _9m2w2\? 2 _9m2w2\?
I o) + m2wi (M o)

20 2 2N2 2 _ 2 _
m*(wg —w*)* + (uw) (mw + S 0 S

de donde se deduce que el valor minimo de (3.100) se alcanza cuando

2 2,2\ 2
-2
(mwQ—i-M mw0>
2m
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es minimo, lo que ocurre cuando w = 0 si p? — 2m%w? > 0 o cuando
2m2w? — N

siopu? — 2m2w(2) < 0. Esto nos dice que cuando u = 2mwg = 2v2km, es
decir cuando el sistema esta sobreamortiguado o criticamente amortiguado,
la funcién A alcanza su maximo cuando w = 0 y luego decrece. En cambio
cuando p < 2mwg = v 2km, es decir cuando el sistema esta subamortiguado,
la amplitud alcanza su maximo para el valor (3.101) y luego tiende a 0 cuando
w tiende a infinito. Cuando el sistema esta subamortiguado y la frecuencia
de la fuerza externa es (3.101), que es la que proporciona la respuesta de
amplitud maxima, se dice que el sistema estd en resonancia practica y al
valor (3.101) de w se le denomina frecuencia de resonancia o resonante.

Ejemplo 3.6.6. Un objeto de masa 1 g pende de un resorte que tiene una
constante de elasticidad de 50 g/s? y un coeficiente de amortiguamiento de
2 g/s. El objeto se desplaza hacia abajo % cm y se suelta con una velocidad
de 28 + % cm/s en la misma direccion. Sobre el objeto actia una fuerza de
41 cos 2t dinas.” Queremos determinar el movimiento resultante.

La ecuacién diferencial que rige este movimiento es

y" 421y + 50y = 41 cos 2t (3.102)

y las condiciones iniciales son

2
y'(0) = 28 + —. (3.103)
13
La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea asociada es
A2 +2)\+50 =0
que tiene dos soluciones
A=—-1++/50—-1i=—-1+T7i.
En consecuencia la soluciéon general de la ecuaciéon homogénea asociada es

yn(t) = e *(cp cos Tt + casen Tt). (3.104)

Para obtener una soluciéon particular de la ecuacion (3.102) aplicamos el
método de variacion de las constantes que nos dice que la ecuacién tiene una
solucion particular de la forma

yp(t) = acos2t + bsen 2t.

9Una dina es una unidad de fuerza que equivale a la fuerza necesaria para mover la
masa de un gramo a razén de un centimetro por segundo cada segundo.
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Sustituyendo en la ecuacién se obtiene que

— 4(acos2t + bsen2t) + 4(—asen 2t + bcos 2t)+
+ 50(a cos 2t + bsen 2t) = 41 cos 2t.

e igualando los coeficientes de los términos en coseno y seno
46a+ 4b = 41
—4a+46b = 0

de donde se deduce que

41 x 46 23 164 1

= —_— e — b = - =
“T 46216 26 162116 13
y, por tanto,

(t) = 23 052t + —— sen 2t
= — — sen 2¢.
yp 2% COS 13 Se

En consecuencia la soluciéon general de (3.102) es

23 1
y(t) = 3¢ 0 2t + 13 S0 2t + e “(c1 cos Tt + casen Tt). (3.105)
Haciendo uso de la condiciones iniciales (3.103) se llega a que
23 23
% =y(0) = 2 T
28 + 2 '(0) 2 +7
— = =——c c
37 13- AT

de donde se obtienen los valores de las constantes ¢; = 0y co = 4, que
sustituidos en (3.105) nos dan que

23 1
y(t) = 26 08 2t + 13 5 2t + 4e 'sen 7t. (3.106)

La amplitud de la solucién de la parte estable es

23\%2 /1\%2 23244 51
A = - + — = — = _
26 13 262 56

y angulo fase ¢ tal que 0 < p <7y

2
tgp = —.
80 =133

Haciendo uso de estos valores podemos poner la funcién y en la forma

1
y(t) = \/icos(% — ¢) + de"'sen Tt. (3.107)

Obsérvese que la parte estable es periddica con el mismo periodo que la
fuerza externa.

El sistema es subamortiguado y la frecuencia de la fuerza externa, 2, es
bastante menor que la frecuencia de resonancia del sistema que es

VB0 — 2 = 44/3 ~ 6,928.
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3.7. Circuitos eléctricos

Todo movimiento de carga eléctrica de una regiéon a otra se denomina
corriente eléctrica. Cuando ese desplazamiento tiene lugar a lo largo de una
trayectoria cerrada dicha trayectoria recibe el nombre de circuito eléctrico.
Los circuitos eléctricos estan formados por conductores conectados entre si
por los que circula la corriente eléctrica. Para que esta fluya es necesario que
exista una fuerza electromotriz. Esta es la cantidad de energia por unidad
de carga que se suministra al sistema.

En cada punto de un circuito eléctrico hay dos magnitudes fundamen-
tales en el estudio de las corrientes eléctricas: el voltaje (o potencial) y la
intensidad (o flujo de carga). La unidad de medida del potencial es el voltio
y la de intensidad el amperio. Una rama de un circuito es una parte de este
con dos terminales a las que se pueden conectar otras ramas. Un nodo es un
punto donde se unen dos o mas ramas y un bucle es una trayectoria cerrada
formada por diversas ramas conectadas.

En la exposicién que sigue tinicamente vamos a considerar circuitos eléc-
tricos constituidos por dispositivos de los siguientes cuatro tipos bésicos.

Fuente de fuerza electromotriz. Es un dispositivo que provee de fuer-
za electromotriz al circuito. Convierte energia mecanica, quimica, térmica
etc. en energia potencial eléctrica y la transfiere al circuito al que esta co-
nectado el dispositivo. Algunos ejemplos de fuentes de fuerza electromotriz
son las baterfas, las dinamos, los generadores eléctricos, los acumuladores,
las placas solares etc. Se suele denotar con la letra € y su unidad es la misma
que la del potencial, el voltio.

Resistencia. También se emplea el término resistor. Es un elemento
que se opone a la corriente eléctrica produciendo como consecuencia una
caida de potencial. La razoén entre la diferencia de potencial Vg y la inten-
sidad de la corriente ¢ en un conductor es una funcién del tiempo, R, que
se denomina resistencia. En muchos materiales, en especial metalicos, a
una temperatura dada la resistencia es constante por lo que la diferencia
de potencial es directamente proporcional a la intensidad de la corriente y
satisfacen lo que se conoce como Ley de Ohm:

Vi =iR (3.108)

El valor de la funcién R se mide en ohmios. Un ohmio es la resistencia
que produce una caida de potencial de un voltio si la corriente tiene una
intensidad de un amperio.

Condensador. Los condensadores son dispositivos que se emplean para
almacenar energia. Estan formados por dos conductores separados por un
aislante. Los dos conductores tienen carga de igual magnitud y signo contra-
rio de manera que la carga neta en el condensador en su conjunto permanece
igual a 0. La carga @ del conductor de carga positiva se dice que es la carga
del condensador o la carga que estd almacenada en el condensador.

ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
GrurO A (2015-2016)

®

UNVERSIDAD COMPLUTENSE.

CAMPUS VIRTUAL




3-56 Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior

El campo eléctrico en cualquier punto de la regién entre los conductores
es proporcional a la magnitud ) de carga del conductor. Por lo tanto la
diferencia de potencial Vo entre los conductores también es proporcional a

Q, ,
Vo=50. (3.109)

A la razén C entre la carga y la diferencia de potencial se le denomina
capacidad eléctrica, o capacitancia, del condensador. La unidad de carga
eléctrica es el culombio y la de capacidad es el faradio que es la capacidad
de un conductor que con una carga de un culombio adquiere el potencial de
un voltio.

Teniendo en cuenta que la intensidad es la tasa de variaciéon de la carga
con respecto al tiempo

dQ
) = — 3.110
i= 9 (3.110
si la capacidad es constante, derivando en (3.109), y utilizando (3.110), se

obtiene la ecuacion
dVe

dt -
Inductor. También se denomina bobina de autoinduccién o simplemente
autoinduccion. Cuando en un circuito eléctrico hay presente una corriente,
se establece un campo magnético que crea un flujo magnético a través del
mismo circuito que cambia cuando la corriente cambia. Asi, cualquier circuito
que conduzca una corriente variable tiene una fuerza electromotriz inducida
por él mismo por la variacién en su propio campo magnético. Esta clase de
fuerza electromotriz se denomina autoinducida. Una fuerza electromotriz
autoinducida siempre se opone al cambio en la corriente que la caus6. Como
consecuencia de la ley de Faraday se deduce que una fuerza electromotriz
autoinducida €y, siempre es proporcional a la tasa de cambio de la intensidad
de la fuente con respecto del tiempo

7::

(3.111)

&r = —L@ (3.112)
dt
donde L es una constante de proporcionalidad, denominada autoinductan-
cia, o simplemente inductancia, del circuito. La unidad de inductancia es
el henrio que es la la inductancia de un circuito cerrado en el que se produ-
ce una fuerza electromotriz de un voltio cuando la corriente eléctrica varia
uniformemente a razén de un amperio por segundo
Un inductor es un elemento de un circuito con una gran autoinductan-
cia. Su finalidad es oponerse a cualquier variacion en la corriente a través del
circuito, produciendo una caida de voltaje Vi dada por
di

vV = LY 3.113
L=t ( )
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Las leyes que rigen el comportamiento de la corriente eléctrica en un
circuito se conocen con el nombre de leyes de Kirchhoff:

I) La suma de las intensidades que entran en un nodo en un instante
determinado es cero.

IT) La suma de las fuerzas electromotrices alrededor de un bucle en un
instante determinado es igual a la suma de las caidas de voltaje.

Para aplicar estas leyes adecuadamente es necesario asignar un sentido
de recorrido positivo. Con esta asignacién las intensidades de corriente que
entran en el nodo se consideran que tienen signo opuesto al de las corrientes
que salen del nodo. Ya que las cargas se mueven del extremo de mayor
potencial al de menor, si se recorre una resistencia, un condensador o un
inductor en la direccion de la corriente las caidas de voltaje se suman, si
se recorren en sentido contrario se restan. Lo contrario se verifica para una
fuente de fuerza electromotriz porque en este caso se produce una ganancia
de voltaje, es decir una caida de voltaje negativa.

Vamos a examinar un circuito con los elementos indicados anteriormente
instalados en serie (véase la figura 3.12). Supondremos que la resistencia del

V<

Il
11
C

Figura 3.12: Circuito eléctrico

resistor es de R ohmios, que el inductor tiene una inductancia de L hen-
rios, el condensador una capacidad de C faradios y que la fuente de fuerza
electromotriz proporciona, en el instante ¢, un potencial de E(t) voltios. Su-
pondremos ademés que el circuito posee un interruptor que no deja pasar la
corriente cuando esta abierto.

Al cerrar el interruptor la corriente recorre el circuito con una intensidad
que, de acuerdo con la ley de Kirchhoff de las intensidades, es la misma en
las cuatro ramas del circuito (en la figura 3.12 los nodos del circuito estan
indicados con un punto). Denotaremos por i(t) a dicha intensidad, medida
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en amperios, en el instante t. Esta corriente produce una carga de Q(t)
culombios en el condensador. La ley de Kirchhoff de los potenciales nos dice
que

Et)=Ve+VL+ Vg

que aplicando las ecuaciones (3.109), (3.113) y (3.108) nos da la ecuacion

Q di .
&(t) ==+ L— + Ri.
®) C dt
que satisfacen la intensidad y la carga del circuito. Sustituyendo (3.110) en
esta ecuacion se obtiene la ecuacion diferencial lineal de segundo orden en
Q: ,
a-Q aQ 1
L——+R—+ =Q=E&(1). 3.114
T o tae=¢ (3.114)
Para obtener la intensidad es suficiente aplicar (3.110). Alternativamente,
derivando la ecuacion (3.114) y reemplazando Q' por ¢ obtenemos la ecuacion
diferencial de segundo orden
[y LR T (3.115)
— —+ == .
dt? da C
que nos permite obtener directamente la intensidad de la corriente.

Las ecuaciones anteriores, conocidas las correspondientes condiciones ini-
ciales, nos permiten determinar completamente la carga y la intensidad en
el circuito. Habitualmente, sin embargo, sélo se suelen conocer las condi-
ciones en el instante ¢t = 0 de 7, y @, por lo que si Unicamente estamos
interesados en conocer la intensidad y queremos aplicar la ecuacion (3.115)
hemos de calcular #/(0). Teniendo en cuenta que Q' = 4, esto se puede hacer
particularizando la ecuacion (3.114) en ¢ = 0, lo que nos lleva a la ecuacion

di

LE0) + Ri(0) + %Q(O) _ £(0) (3.116)

de donde se puede obtener i’(0).

Ejemplo 3.7.1. Consideremos un circuito como el de la figura 3.12 alimen-
tado por una bateria de 1,5 voltios, con un resistor con una resistencia de 2
ohmios, un condensador de 2 faradios de capacidad y un inductor con una
inductancia de 1 henrio. Supongamos que inicialmente la carga en el conden-
sador es de 2 culombios y que la intensidad de la corriente en la resistencia
es de 4 amperios.

En este caso la ecuacion (3.115) adopta la forma

1
i+ 2i' + 3i=0. (3.117)
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La ecuacion caracteristica de la ecuacion es

1
)\2+2>\+§=0

En consecuencia la solucion general de la ecuacion (3.117) es

i(t) =e" (cle\F + e \/g) (3.118)

Como i(0) = 4 y Q(0) = 2, sustituyendo en (3.116) se obtiene que

que tiene dos raices

7(0) + 2i(0) + %Q(O) _0)+9 =15

luego i'(0) = —7,5. Reemplazando los valores de i(0) e i'(0) en la expresion
(3.118) particularizada en ¢t = 0 se tiene que

c1+cy =4
( 1+\F) +( | 1) — 75
9 C1 9 C2 = )
luego
4 1
—T5 —l—4/3 422475 22—
C = = =
' 1 1 V2 V2
—1+4/3 —1—4/3
y
1 4
1
—1+\£ =75 7T5—4+2v2 35+242
C et = = .
? -2 V2 V2

En consecuencia la intensidad de la corriente en el circuito es
1 1 /L
i(t) = —e—t((m@ — 3,5)6\& +((2v2+3,5)e \/;).
V2
Obsérvese que cuando ¢ tiende a infinito la intensidad i(¢) tiende a 0, como

era de esperar.
La carga () se puede obtener integrando :

Q(t)=Lz‘(s)ds+Q(0)=e—t(21ﬁ_:g’5€\/gt 2\1/;*;/?15 ft)
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En el ejemplo anterior el circuito tenfa como fuente de fuerza electromo-
triz una bateria que proporcionaba una corriente constante. Vamos a analizar
ahora otro tipo de circuitos, que aparecen frecuentemente en la practica,
en los que la fuente de alimentacién proporciona una fuerza electromotriz no
constante que varia de forma periddica. Estos son los denominados circuitos
de corriente alterna.

Se denomina fuente de corriente alterna a cualquier dispositivo que sumi-
nistre un voltaje o una corriente que varie en forma sinusoidal. El voltaje &€
suministrado por una fuente de corriente alterna viene dada por una funcién
de la forma

E(t) = Epsenwt. (3.119)

donde w es un niimero, que supondremos positivo.'! El valor |Eg| que aparece
en la expresiéon anterior se denomina amplitud de voltaje y es el valor maximo
que puede alcanzar el voltaje aplicado. En este caso la ecuacién diferencial
(3.116) toma la forma

2. . 1
L%#—R%—i—ai:w&)coswt. (3.120)

La solucion de esta ecuacion es la suma de una solucién particular, i,, de la
ecuacién y una solucion, iy, de la ecuacién homogénea asociada. La ecuaciéon
caracteristica de esta ultima es

1
LN +R\+==0
+RA 5

que tiene raices

siRQ—EZO,y

0En la actualidad la mayorfa de los sistemas de distribuciéon de energia para uso do-
méstico e industrial emplean corriente alterna. Cualquier aparato que se enchufe a una
toma de pared utiliza por lo tanto corriente alterna. Pero también muchos dispositivos
alimentados con baterias, como radios y teléfonos moéviles, emplean la corriente continua
que suministran sus baterias para crear o amplificar corrientes alternas.

"En Europa la corriente que suministran las companias eléctricas tiene una frecuencia
de 50 hercios mientras que en Estados Unidos y Canad& emplean una frecuencia de 60
hercios.
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en otro caso. En consecuencia

( — By Yoo RL%t N C RL%t 2

e 2L'(cre” 2L + coe 2L si R iL - 0
. _Ry . R2 .
in(t) = < e 20'(c1 + cat) si R® =

4L 4L
R [iL_p
e 2t Cit + cosen Y5— ) si RZ— 1L <

(cl COS 57
(3.121)

Como L, Ry C suponemos que son nimeros positivos, en cualquiera de los
tres casos i, (t) tiende a 0 cuando ¢ tiende a +o0.

Podemos utilizar el método de los coeficientes indeterminados para en-
contrar una solucion particular de la ecuacion (3.120) de la forma

ip(t) = Acoswt + Bsenwt.

Derivando esta expresion y sustituyendo en la ecuacién obtenemos

— Lw?(Acoswt + Bsenwt) + Ru(—Asenwt + B coswt)+

1
a(A coswt + Bsenwt) = wEy cos wt

e igualando coeficientes

< Lw? —l—C)A—i-RwB =wkEy

—RwA + (—Lw2 + é) B =0

luego
wky (—Lw2 + %) w2E0R
= y = .
(—Lw? + %)2 + R?w? (—Lw? + %)2 + R?w?
En consecuencia
E 1
ip(t) = d 02 ((—Lw2 + —) coswt + wR senwt).
(—Lw? + &)” + R2w? c
Eligiendo ¢, 0 < ¢ < m, tal que
—Lw? + & R
cos ¢ = ( 20) y  sen¢ = v 5
V(—Lw? + 1) + R V(~Lw? + 1) + R
podemos poner %, como
E
ip(t) = 0 cos(wt — ¢). (3.122)

\/(Lw—ﬁf—kRQ
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Esta funcién tiene la misma frecuencia que el voltaje que se aplica al circuito
y un desfase dado por ¢.

Podemos resumir lo anterior diciendo que la solucién de la ecuacién
(3.120) es la suma de un termino transitorio, i, cuyo efecto decrece expo-
nencialmente con el tiempo y un término estable, i), de tipo sinusoidal con
la misma frecuencia que el voltaje aplicado al circuito. Para valores grandes
del tiempo el comportamiento del circuito viene descrito esencialmente por

la componente estable.
1\2
7 = Lw— — R? 3.123
(2o g5) + (3123

se denomina impedancia del circuito. La solucién estable se puede expresar
en términos de la impedancia en la forma

La expresion

ip(t) = % cos(wt — ¢) (3.124)

que es una funcion sinusoidal de amplitud
Iy = —. (3.125)

Al término

1
= Lw— — 12
S w 0 (3.126)

se le denomina reactancia. Como Z2? = S? + R?, si 6, —5 <0 < 3, es tal

que

R
cosézZ y send = —

Z
resulta que cosd = sen¢ y send = —cos ¢ y, por tanto, ¢ = J + 5. Podemos
escribir entonces i, en la forma
E E
ip(t) = 7 cos (wt - g) = — sen(wt - 9). (3.127)

El valor de la amplitud de la componente estable, Iy, tiende a 0 cuando
la frecuencia tiende a infinito y es maximo cuando la reactancia es nula. Esto
ocurre cuando la frecuencia del voltaje de entrada del circuito tiene el valor

1
= —— 3.128
“ = Vic (3429

que se denomina frecuencia de resonancia del circuito.
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Ejemplo 3.7.2. Consideremos un circuito como el de la figura 3.12 con R =
50 ohmios, L = 0,1 henrios y C = 5 x 10~ faradios. En el instante t = 0,
cuando la intensidad y la carga son nulas, el circuito se conecta a la red que
proporciona una corriente de 220 voltios con una frecuencia de 50 hercios.

Como la frecuencia de la corriente de la red es de 50 hercios su frecuencia
angular serd w = 27 x 50 radianes/segundo. La ecuacion (3.120) en este caso
es de la forma

0,1i" + 508’ + 2000i = (1007)220 cos 1007t (3.129)

Reemplazando los valores de R, L, C'y w en la ecuacion (3.123) obtenemos
que la impedancia es

s

20\ ? :
Z = 4/2500 + { 10m — — | = 55,92 ohmios

luego la amplitud de la solucion particular es

220 220

7 ﬁ ~r 3,934 amperios.

0

Para obtener i, en la forma (3.127) necesitamos calcular el dngulo

20

5 = arctg > — arctg "0 T~ 0,464
—arch—arcg 50 ~ 0,464.
En consecuencia
ip(t) = Iosen(100mt — J) =~ 3,934 sen(1007t — 0,464). (3.130)

La ecuaciéon caracteristica
0,122 + 50\ + 2000 = 0

tiene dos raices

50 (=5 +V/17) ~ —43,84
\ _ —50%~/2500 —800 _

0,2 N
50 (=5 — /17) ~ —456,16

En consecuencia la solucion general de (3.129) es
i(t) = 61650(_5+\/ﬁ)t + 02650(_5_\/ﬁ)t + Iy sen(1007t — 6).
Como i(0) = Q(0) = 0 se obtiene de (3.116) que

0,1i"(0) = 0.
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Sustituyendo los valores iniciales en la solucién se obtienen las condiciones
c1+cog—Ipsend =0
50 (5 + V/17) e1 + 50 (=5 = V/17) ¢ + 100Iy7 cos § = 0

0, equivalentemente,

c1tco = Io sen o

c1—cy = (250 sen d — 1007 cos d)

T

de donde se obtiene que

cl = §(<1+\/5T7>sen5 \/217
ik

Iy b 2
5 ((1 — \/T) send + 177r cos 5) ~ 2,492.

T COS 5) —0,730

Cy =

ELEMENTOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
GrUPO A (2015-2016)

@ CCAMPUS VIRTUAL




	Introducción a las ecuaciones diferenciales
	Solución de una ecuación diferencial. Solución general
	Problemas de valor inicial
	Campos de direcciones 
	Poligonales de Euler

	Métodos elementales de resolución de ecuaciones
	Ecuaciones de la forma y'=f(x)
	Movimiento de un cuerpo en caída libre

	Ecuaciones de variables separables
	Dinámica de poblaciones
	Desintegración radiactiva
	Transferencia de calor

	Ecuaciones homogéneas
	Ecuaciones exactas
	Factores integrantes

	Ecuaciones lineales de primer orden
	Problemas de mezclas

	Métodos de sustitución
	Ecuaciones de la forma y'=f(ax+by+c
	Ecuaciones de la forma y'=f(ax+by+c/(a'x+b'y+c'))
	Ecuación de Bernoulli
	Ecuación de Riccati

	Ecuaciones en forma no estándar
	Ecuaciones de grado mayor que 1
	Ecuaciones de las formas F(y,y')=0 y F(x,y')=0
	Ecuación de Lagrange
	Ecuacion de Clairaut

	Reducción del orden
	Ecuaciones de la forma F(x,y**(n),...,y**(n+k))=0
	Ausencia de la variable independiente


	Ecuaciones diferenciales lineales de orden superior
	Estructura del conjunto de soluciones
	Reducción del orden de una ecuación diferencial lineal
	Ecuaciones lineales con coeficientes constantes
	Raíces reales distintas
	Raíces reales de multiplicidad mayor que uno
	Raíces complejas simples
	Raíces complejas de multiplicidad mayor que uno

	Método de variación de las constantes
	Método de los coeficientes indeterminados
	Caso de polinomios y exponenciales
	Caso de polinomios y funciones seno y coseno
	Caso general

	Oscilaciones mecánicas
	Oscilaciones libres no amortiguadas
	Oscilaciones libres amortiguadas
	Oscilaciones forzadas no amortiguadas
	Oscilaciones forzadas amortiguadas

	Circuitos eléctricos

	Sistemas de ecuaciones lineales de primer orden
	Estructura del conjunto de soluciones
	Sistemas lineales homogéneos
	Sistemas no homogéneos

	Sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes
	Método de los autovalores

	Matriz fundamental de un sistema lineal
	Exponencial de una matriz

	Sistemas lineales no homogéneos
	Método de variación de las constantes
	Método de los coeficientes indeterminados

	Comportamiento cualitativo de las soluciones
	Diagrama de fases de sistemas planos
	Autovalores reales distintos
	Un único autovalor real
	Autovalores complejos
	El 0 es un autovalor
	Clasificación mediante la traza y el determinante

	Estudio cualitativo de los sistemas de ecuaciones lineales 

	Transformada de Laplace
	Transformada de Laplace
	Transformada de derivadas e integrales indefinidas
	Derivabilidad de la transformada de Laplace
	Convolución
	Aplicaciones de la transformada de Laplace
	Tabla de transformadas de Laplace

	Soluciones en forma de series de potencias
	Series de potencias
	Radio de convergencia. Criterio del cociente
	Operaciones con series de potencias
	Derivabilidad de las funciones definidas por series de potencias
	Funciones analíticas

	Método de las series de potencias
	Soluciones en un entorno de un punto regular
	Puntos singulares regulares
	Ecuación de Euler 
	Método de Frobenius


	Resolución numérica de ecuaciones diferenciales
	Método de Euler
	Métodos de Taylor de orden superior 
	Métodos de Runge-Kutta
	Métodos de Runge-Kutta de segundo orden
	Método de Runge-Kutta

	Métodos multipasos
	Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden
	Consideraciones finales

	Tabla de primitivas

